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वेज्ञानिक तथा तकनीकी शब्दावली प्रायोग 
शिक्षा मंत्रालय 
सारत सरकार 


(€) 


32883 365 
भारत सरकार, 964 3000 


झ्ह्य 
देश में : रु० 9.00 


रत 


विदेश में : 2]शिलिंग या 3 डालर 24 लेफ्ट 





वेज्ञानिक तथा तकनीकी शब्दावली आयोग के तत्वावधान में 
प्रकाशित इस पुस्तक का अनुवाद श्री ब्ोम प्रकाश वर्मा ने किया है । 


काशक : प्रबंधक, 

प्रकाशन शाखा, 
भारत सरकार, 
सिविल लाइंस, 
दिल्ली । 

मुद्रक : प्रबंधक, 
भारत सरकार मुद्रणालय, 
फरीदाबाद 
]967 । 


श्ताजनतर 


हिंदों और प्रादेशिक भाषाओं को शिक्षा के माध्यम के रूप में अपनाने के लिए 
यह ब्रावश्यक है कि इनमें उच्चकोटि के प्रामाणिक ग्रंथ भ्रधिक से भ्रधिक संख्या में तैयार 
किए जाएं । शिक्षा मंत्रालय ने यह काम अपने हाथ में लिया हैं और इसे बड़े पैमाने पर करने 
की योजना बनाई है । इस योजना के अंतर्गत अंग्रेजी और भ्रन्य भाषाध्रों के प्रामाणिक 
ग्रंथों का अ्रनवाद किया जा रहा है तथा मौलिक ग्रंथ भी लिखाए जा रहें है। यह काम 
अधिकतर राज्य सरकारों, विश्वविद्यालयों तथा प्रकाशकों की सहायता से आरंभ किया 
गया है | कुछ अनुवाद और प्रकाशन कार्य शिक्षा मंत्रालय स्वयं अपने अधीन करवा रहा 
है। प्रसिद्ध विदवान और अध्यापक हमें इस योजना में सहयोग प्रदान कर रहें हूँ । 
ग्रनूदित और नए साहित्य में भारत सरकार की शब्दावली का ही प्रयोग किया जा रहा 
हैं ताकि भारत की सभी हैक्षणिक संस्थाओं में एक ही पारिभाषिक शब्दावली के 
ग्राघार पर शिक्षा का ञ्रायोजन किया जा सके । 


यह पुस्तक शिक्षा मंत्रालय द्वारा कार्यान्वित की जाने वाली मानक ग्रंथ योजना 
के अंतर्गत प्रस्तुत की जा रही है । मूल पुस्तक अंग्रेजी मे है और इसका अनुवाद तैयार किया 
गया हैं । हमें विश्वास है कि यह पुस्तक हिंदी भाषा और साहित्य को समृद्ध बनाने श्रौर 
भारतीय भाषाशओ्रों के माध्यम से शिक्षा का प्रसार करने मे सहायक सिद्ध होगी। भाशा 
है कि भारत सरकार के इस प्रयास का सभी क्षेत्रों में स्वागत किया जाएगा । 


धदमर्द | श्वी कर 4। | ०४ 
भारत सरकार, 
800 53 3 दर मी शिक्षा-संत्री 
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द्वितीय संस्करण की भूमिका 


इस संस्करण में पिछली अनेक गलतियों को सुधार दिया गया है तथा 
अभिलक्षणिक वेक्टरों पर एक नया अध्याय जोड़ दिया गया है । 


(९) 


प्रथम संस्करण की भूमिका 


इस ग्रंथ के रूप में मैने डिटमिनेंटों, मेट्रिक्सों, और बीजीय समघातों के प्राथमिक 
गुणधर्मों के ऊपर एक पाठ्य-पुस्तक सम्मुख रखने का प्रयत्न किया है। डिटमिवेंटों और 
मेट्रिक्सों पर परिच्छेद, जो पुस्तक के भाग ! और !7 में दिए गए हैं, कुछ सीमा तक या सो 
पूर्व॑स्नातकों के लिए अथवा स्कूलों में अंतिम वर्ष के छात्रों के लिए उपयुक्त हैं । भाग !] 
विश्वविद्यालय में भ्रध्ययन के लिए उपयुक्त हैँ और स्कूल की पढ़ाई की दृष्टि से इसे 
नहीं लिखा गया है । 

यह पुस्तक मुख्य रूप से पूर्वस्नातकों के लिए लिखी गई है । मेरी दृष्टि में, विश्क- 
विद्यालय में गणित के अध्ययन से कम-से-कम दो चीजें तो श्रा ही जानी चाहिएं । प्रथम 
यह है कि गणित की किसी भी शाखा के उन सिद्धांतों और प्रमेयों का विस्तृत ज्ञान 
जिनका दूसरी शाखाओं में प्राय: प्रयोग होता हो, द्वितीय यह कि गणित की किसी विशेष 
शाखा में विस्तृत और विशद्‌ ज्ञान की उपलब्धि के लिए प्रेरणा, प्रोत्साहन और अदसर । 
बाज र में उपलब्ध पुस्तकों में इनमें से दूसरी के लिए पर्याप्त सामग्री मिल जाती हैँ 
विशेषकर तब जब विद्यार्थी को कम-से-कम एक विदेशी भाषा की काम-चलाऊ जानकारी 
हो जेंसी कि उसे होनी चाहिए। लेकिन हमारे पास ऐसी पुस्तकों की ग्रत्यंत कमी है 
ओ किसी भी विषय या प्रकरण को इस रूप में दे सकें कि उसे किसी पूर्वस्नातक की 
गणित-शिक्षा का आवध्यक भाग कहा जा सके। 

इसलिए, सामान्य रूप में यह पुस्तक उसी ढाँचे में लिखी गई हैं जो भभिसरण 

(0७०7९८7४०7८७) पर लिखी गईं मेरी पुस्कक का है। मैंने उन प्रकरणों 
को इसमें शामिल किया है जिनकी शुद्ध (एणा०७) भौर प्रनुप्रयुकत (09॥/60) 
गणित में विश्वविद्यालय के आऑनर्स के पाठ्यक्रम में साधारणतया झावश्यकता होती 
हैं: उन प्रकरणों को इसमें नहीं रखा गया है जो उत्तरस्नातकों के लिए अथवा 
झ्रध्ययन के बहुत अधिक विशेषोपयुक्त पाठ्यक्रम के लिए उपयुक्‍त हों । 

बीजगणित के अधिक अध्ययन में मार्गदर्शन के लिए कुछ पुस्तकें, जिनका में 
ऋणी हूँ पाठकों के सम्मुख रखी जा सकती हैं। बिना इस आ्राशय के कि इस सूची में ऐसी 
समस्त पुस्तक आ जाती हँ--में निम्नलिखित का उल्लेख करूँगा : स्कॉट एण्ड मैथ्यूज़, 
थ्योरी ऑफ डिटसिनेंट्स;। बौकर, इंट्रोडकशन टू हायर अ्रलजेत्रा; डिक्शन, सॉडन 
अलजज्नेक ध्योरीज्ञ; एटकन, डिटमिनेंट्स एण्ड सेट्रिसेज्; टरन्नेबुल, द थ्योरी श्रॉफ 
डिटमिनेंदस, सेद्रिसेज्ञ एण्ड इंवेरिएंट्स; टनेबुल एण्ड एट्कन, द थ्योरी श्रॉफ केनॉनिकल 
सेटिसेज्ञ; ईलिग्रट, इन्ट्रोडक्शन टू द अलजेब्रा ऑफ क्वांटिक्स; सॉलमन, माडने हायर 
अलजेम्रा (यद्यपि माडने अर्थात्‌ आधुनिक शब्द यहाँ लगभग साठ वर्ष पहले के संदर्भ 


(४) 


में जाता है); बनंसाइड एण्ड पेंटन, थ्योरी श्रॉफ इक्वेशन्स । इसके झतिरिकक्‍त में प्रोफेसर 
ई० टी० छ्विटेकर का ऋणी हैं, मंट्रिक्सों पर जिनके अमूल्य रिसर्च लेक्चसे' को मेने 
कई साल पहले एडिनवरा में पढ़ा था, यद्यपि यहाँ इनका हवाला पाठकों के लिए उपयोगी 
नहीं है । 

इस पुस्तक में बहुत-सी बातें छोड़ दी गई हें । मेरा विश्वास है कि वे सब जानबूझ 
कर ही छोडी गई हे। यह कठिन काम नहीं होता कि कही पर समीकरण- 
सिद्धांत (7#609 ० ८वृष्४००१॥8) और विलोपन-फलों (८गरणं।क्षा।5) के 
बारे में कुछ कह दिया जाता, या किसी स्थल पर ग्रूप (7099) के अभिप्राय का 
प्रवेश करा दिया जाता, या संख्या-रिंगों ()४ण्म7०० 7788) और फील्डों (8005) 
की इस तरह व्याख्या की जाती कि आ्राधुनिक अमूर्त बीजगणित (४४०5४४78८ 286४०78 ) 
के संबंध में कुछ संकेत मिल जाते। स्पष्ट है कि पू्वस्तातकों के लिए लिखी गई 
ऐसी कोई पुस्तक जिसमें उपर्युक्त एक या अधिक प्रकरणों का समावेश हो विश्वविद्यालय 
की बहुमूल्य पाठय-पुस्तकों में एक अधिक की वृद्धि कर देगी, लेकिन मेरा विचार है कि 
यदि गंभीरता से इनका विस्तार नहीं करना हो तो इनके संदर्भों से भी भधिक लाभ 
महीं होगा । 

पांडुलिपि की स्थिति में ही, इस पुस्तक का कुछ भाग, मेरे मित्न और सहयोगी 
स्वगीय श्री जे ० हॉजकिन्सन ने पढ़ा है, बीजगणित पर जिनके अनुपम व्याख्यान झॉक्सफो्ड 
में अनेकों दवारा याद किए जाएँगे। संदर्भो की जाँच और प्रूफ़ जाँचने के कठिन कार्य 
में मुझे प्रोफेसर ई० टी० कॉप्सन से अमूल्य सहायता मिली है जिन्होंने समस्त प्रूफों को 
पढ़ा और लगभग सभी उदाहरणों और प्रशइनों की जाँच करी । इस कार्य के लिए, और 
विशेष रूप से उनकी समालोचना के लिए में उनका अत्यंत आभारी हैं जिसके कारण 
पाठय-पुस्तक में से में अनेकों दोषों को दूर कर सका । 

अंत में, प्रकाशन श्रौर मुद्रण की दृष्टि से इस पुस्तक में किए गए भत्यत्तम कार्य 
के लिए में यूनिवर्सिटी प्रेस के कर्मचारियों को धन्यवाद देता हूँ । (अधिकतर अन्य लोगों 
के ) गणित के ग्रंथों के मुद्रण से मेरा कई साल से संबंध रहा है श्रौर आजतक मझे उस 
धर्य श्ौर कुशलता पर आाइचय होता है जिसकी किसी गणितीय पुस्तक या पत्रिका के 
मुद्रण में आवश्यकता होती है। 


हटंफोर्ड कलिज, डब्ल्यण एल० एफ० 
अक्‍्सफोर्ड, सितम्बर, 940। 
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भाग हू 
परिचय बोद : डिटॉमनेंटों (0207क्‍987/5) पर अ्रध्य 
रिचय नोट 





4. सहया ([भशा्0८+ ) 
प्रारंभिक बीजगणित को प्रारंभिक शकगणित का ही एक व्यापक रुप कहा था 
सकता है। इसमें केवल धन पूर्णाकों (905$॥7५8 77९४०8) का ही अध्ययन किया 
जाता है। , 2, 3. . ., आदि संख्याएं हूँ । हमें उन प्रदइनों की याद होगी जिन्हें हम 
ऐसे शुरू करते थे--मान लीजिए अंडों की संख्या » है और यदि » का मान 33 श्रा जाता 
था तो हम समझ जाते थे कि उत्तर गलरूत है, क्योंकि अंडे 3 या 4 तो हो सकते है, 3$ 
नहीं हो सकते। उच्च अ्रध्ययन में > ऋण श्रथवा शन्‍्य भी हो सकता है। वह दो पूर्ण 
संख्याश्रों का अनुपात भी हो सकता है । श्रौर फिर, वह कोई भी वास्तविक संख्या (६&/ 
४80७४7०८४ ) हो सकता हे---चाहे वह 3| और -# की तरह परिमेय (7900०४४|) हो 
या ऋ और &/3 की तरह अपरिमेय (सरा&४०ा८)) । और अंततः: द्विधात 
समीकरणों ((७४०४७४८ ८धृष»707$ ) को हुल करते समय » एक सम्मिश्न संख्या 
(००090 ४णाए८ा) हो जाता है जब उसका रूप 2+ अं सा हो जाता है । 
इस पुस्तक में प्रयोग की हुई संख्याएँ वास्तविक भी हो सकती हूँ और सम्मिश्न 
भी । हम यह मान लेते हें कि पाठक को इनकी परिभाषाश्रों की सूक्ष्तता का थोड्ा- 
बहुत ज्ञान है तथा उसने उन नियमों का अध्ययन किया है जो इन संख्यात्ों के जोड़, 
घटाने, गृणन तथा भाग में लाग होते हे 
2. संख्या रिंग (चाफशः पांए25) 
हम आम 2 8 ७७१६५ कक हक के जो 2257७ 42052 (१) 
संख्याओों के समुच्चय (5८८) पर विचार कीजिए । झौर मास ख्रीलिए 3, & 
संख्याएँ () में से चुनी हुई कोई दो संख्याएँ हें । तब, 7+5$, 7-8, 72८8 
संख्याएँ भी () में होंगी । चाहे 7 और $ एक ही संख्या को दुयोतित करें या भिन्न-भिन्न 
संख्याश्रों को । 
समुच्चय () का यह गृुणधर्म (9709०09) संख्याञ्रों के भ्रन्य समुज्चयों में 
भी मिलता है । उदाहरणा्थे, यदि & और ४ समुच्चय (7) में सेहें तो 
38-9704/ 5, ( 4 ) 
की तरह की सभी संख्याओं में भी वहीं गृूणधर्म होगा; झ्लौर यदि + पश्ौर 8 
समुच्चय (2) में से हें तो 7+83, 7--$ और 7%$ भी उसमें होंगे । संख्याग्रों के ऐसे 
गुणधर्म वाले समुच्चय को संख्याओ्ों का रिग कहते हे । 


3, संख्या फील्ड (शरार #०65) 

3.. संख्याग्रों के उस समुच्चय पर विचार कीजिए जिसमें ० तथा 9/५ के 
हूप की प्रत्येक संख्या आ जाती है जब 9 और 4 दोनों () में से हे तथा 4 शुन्य 
नहीं ई--अ्र्थात्‌ -- 

सारी परिमेय-वास्तविक-संख्याओं का समुच्चय 3] 
मान लीजिए । और $ उपयक्त (3) में से चुनी हुई संख्याएँ हैं। यदि $ शून्य 
नहीं हैं तव 7+5$, 7--$, 7/८8, 7+$ सारी संझ्याएँ (3) में होंगी चाहे 
7४ श्रौर $ एक ही संख्या को दयोतित करे या भिन्न-भिन्न संख्याप्रों को । 

यही गृणधर्म संख्याओं के फील्ड (॥00) का लक्षण है। यह गृणघर्म विभिन्न 
अन्य समुच्चयों के अतिरिक्त निम्नलिखित समुच्चयों में होता है :-- 


समस्त सम्मिश्र संख्याओं का समुच्चय; (4) 
समस्त (परिमेय या अ्रपरिमेय ) वास्तविक संख्याह्रों का समुच्चय (5) 
7०+५४३3 के रूप की समस्त संख्याञ्रों का समुच्चय, जहाँ 

9 भौर ५ दोनों (3) में से हैं । ६6) 


समुच्चय (4), (5) और (6) में से प्रत्येक से एक फील्ड बनता है । 


परिभाषा :--वास्तविक अथवा सम्सिश्र संस्थाओं के एक समुच्चय द्वारा संख्याओं 
का एक फोल्ड बना हुआ तब कहा जाता हुँ जब 7--$, 7--$, 
72८5, 7-:$ भी उस समुच्चय में हो जिसमें से 7 और 5 लिए 
गए हों तथा 5 शून्य न हो । 


यह ध्यान देने योग्य है कि समुच्वयय () कोई फील्ड नहीं है; क्योंकि यद्यपि 
संख्या ! और 2 उसमें हैं पर संख्या $ उसमें नहीं है। 


3.2. इस धुस्तक के अधिकतर साध्यों में इस बात की कल्पना कर ली गई है 
कि सारा विचार-विपर्श संख्याओं के एक फील्ड के अंतर्गत ही होगा; वह विशेष 
फील्ड कौन-सा होगा यह महत्त्वपूर्ण नहीं है । 


पुस्तक के झ्रारंभ के भाग में इस बात पर अ्रधिक जोर देने की आवश्यकता नहीं 
है: बाद के कुछ भअध्यायों में प्रभेय का सार यह होगा कि उसके द्वारा की गई सभी 
संक्रियाएँ (07०७(0॥8 ) संख्याओं के किसी दिए हुए फील्ड के झंतर्गंत ही लाग हो सकती 
हे। 

इस प्राथमिक नोट में हमारा ध्येय संख्याओं के किसी फील्ड की केबल परिभाषा 
दैना तथा पाठक को उसमें निहित विचारों से ग्रवगत कराना ही होगा । 


4. मेद्िवस ( ४४0०९०७ ) 


वास्तविक अथवा सम्मिश्र, 70 ए संख्याश्रों के उस समुज्चय को जिसको 7 सछतंभों 
(००घा०३७६) तथा 9 पंक्तियों (70४७) की सरणियों (7398) में रखा गया 
को, मंद्रिक्स कहते हे । इस प्रकार निम्नलिखित एक मैट्रिक्स है: 


29॥ 822 ढ ढ;ं 3.29 
3 | 5.2 ० ह 3, 


यदि 77557 हो तो हम इसे 2 कोटि (०9८7) का वे मैद्रिक्स (80०७८ 
शाशाांत्र) कहते हें । 


7४ कोटि के किसी दिए हुए वर्ग मेद्रिक्स का अनेकों बीजीय व्यञ्जकों से साहचर्य 
(3850040707) स्थापित किया जा सकता है । उपर्यक्त मेैद्रिक्स में यदि 70 ल्‍«9 
हो तो उसका क्रमश: निम्नलिखित से साहचये है : 


() डिटमिनेंट 384१ 82 


कर 8 ॥। 8 
44 8:24 ३: ० ही से ; 
8,.। 8.2 ३ 97 


प्र 


(४) समधघाल (#0770) 5 5 8, 79 58 से, 
डँ कम है बक 
जो कि ॥ चर (शा8065) हा, 55, 3 50 में दवितीय घात 
(0627०० ) का है । 


(7) दृविएकधाती समघात (४7627 ०750) 
॥ 


हे 4... 8६ 77 ५४ से, 


अकण व इज 
बट 


जो कि 29 चर 5, .., 0 तथा ५,... ५, में हैं। 


(।४) हमिटीय समघात (सक्षाएंत&70 7४) 
5 25 एफ 5३८ से, 


हे । 8 । 


जहाँ ५, झौर 5४ संयुग्मी सम्मिश्व संख्याएँ (०070]082४० ०00 
४0्ा४००४७ ) हूं । 


है 


(५) निम्नलिखित एकघाती रूपांतरों (॥ग्र०क्ष ध३7४ा07780078 ) से-- 


| 
अपकस ४ 380 ६ (775,- - -, 7), 
हव्प्ज 4 


4857४ ३ 5 (555, . . .+ 7). 
ह्श् 


मेट्रिक्स ओर उसके सहचारी समघातों के सिद्धांतों का आपस में बड़ा घमिष्ठ 
संबंध है। इन सिद्धांतों को में मोटे तौर पर इस प्रकार प्रस्तुत करूँगा : भाग ] में 
डिटमिनेंट के गुणधर्मो का विकास; भाग 7! में मैट्रिक्सों के बीजगणित छा विकसित वर्णन । 
डिटमिनेंटों के विषय में किसी प्रमाण अथवा निष्कर्ष की आवश्यकता होने पर भाग )ं 
हवाला भी दे दिया जाएगा; भाग ही में अन्य सहचारी समधातों के सिद्धांतों 


का विकास किया जाएगा। 


जअजध्याब $ 


डिठमिनेंटों के प्राथमिक गुणधर्म 


(एशाशशा(क्षाए एा0क्शप९ड 6 ऐशशाएपंग्रल्मा/5) 
43, अस्तावनीो 


.. श्रागामी श्रध्यायों के लिए हमने यह मान लिया है कि पाठकों को दृवितीय 
और तृतीय कोटि (०0 ) के डिटमिनेंटों का ज्ञान है। फिर भी इन डिटमिनेंटों के 
प्रमेयों के विषय में हम पहले से कोई कल्पना नहीं करेंगे जिसके फलस्वरूप यहाँ दिया गया 
वर्णन स्वयं में पूर्ण होगा । 

पिछली शताब्दी के मध्य तक डिटमिनेंट-संकेतन ([066एतंग्रकं 'र०७007 ) 
के उपयोग का ज्ञान गणितज्ञों को नहीं था । लेकिन एक बार शुरू कर देने पर यह इतना 
अधिक लोकप्रिय हुआ कि अब इसका प्रयोग गणित की प्राय: प्रत्येक शाखा में होता है । 
इसके सिद्धांतों का इतना अधिक विस्तार और विकास हो चुका है कि झायद ही कोई 
गणितज्ञ इस बात को कह सके कि वह इनके बारे में सब कुछ जानता है। लेकिन दूसरी 
तरफ, गणित की अन्य शाखाझ्रों में इस सिद्धांत के जिस भाग का प्राय: प्रयोग होता है 
बह थोड़ा-सा ही होता है । इस पुस्तक में हम इस सीमित भाग की ही चर्चा करेंगे। 

.2. दवितीय और तृतीय कोटि के डिदर्सिनेंट---डिटमिनेंटों की उत्पत्ति का 
एकघातीय समीकरणों ([0९87 ८(ए०४४०॥४४) के साधन से घनिष्ठ संबंध है । 

मान लीजिए दो समीकरण 

877--90|95-० झौर 325+-92975० 
४ और ५ संख्याओं के युग्म से संतुष्ट होते हैं। इनमें कम-से-कम एक संख्या शून्य से 
भिन्‍न हो तो-- 
82 (85-+-9079)--0। (825-+-02५9)5-०, 
झतः (8॥02--920) #--5० 
इसी प्रकार, (302--9203) ४5-5० और इसलिए, 8|0,--929| 55०. 


संख्या 9[02--920। डिटमिनेंट का एक सरल-सा उदाहरण हैं; इसको प्राय: 
ऐसे लिखा जाता है :--- 
। 9॥ 9] । 
82... 22 


६१) 


पद 802 को अग्रग विकर्ण' (०8678 388072) कहते हैं। चैकि इसमें दो पंक्तियाँ 
(7098 ) और दो स्तंभ (०००४७) हैं | इस प्रकार के डिटमिनेंट को द्वितीय कोटि 
का” अथवा “2 कोटि का डिटमिनेंट' कहां जाता है । 

दर 


6 


डिटमिनेंट का एक गुणधर्म स्पष्ट है। वह यह कि () में यदि हम 8 और 6,, 
४2 और 52 का एक साथ परस्पर विनिमय (77स्‍०॥७786) कर दें तो 
8&॥02--9220। के स्थान पर हमें 
8,82-729| प्राप्त होता है। 
दूसरे शब्दों में, () में दोनों स्तंभों का; परस्पर विनिमय करने पर वहीं पद 
892 और ४29। प्राप्त होते है परंतु इस बार उनके क्रम और चिह्न विपरीत होते हैं । 
पुनः, मान लीजिए संख्याएँ ४, 9 और 2--निम्नलिखित समीकरणों को संतुष्ट 
करती है जब कम-से-कम एक संख्या शून्य से भिन्न है । 


कषह-न॑-0/+0[25-००, (2) 
8252 --929--0225570, (3) 
83% --23५ +-0०३25-0, (4) 


तो, समीकरण (3) और (4) से-- 
(8203-83 02)8-(9203-- 0302) 2550 
(8203-43 02)9-(०२83--०0392):2570 
और फिर, समीकरण (2) से-- 
2 [9(0203-- 0302) +- 0०283--०392) +: ०१(8203--9302) | 5८०. 
2 के गुणांक (००००० ) को इस प्रकार भी लिखा जा सकता है :-- 
40203--8030०--42030--932003 |83002--43720| 
इसको हम ५ से प्रकट करेंगे; अत: उपर्यृक्त परिणाम 2 (७७८०. 
इसी प्रकार यह दिखाया जा सकता है कि-- 


3/४५८८०0, ५८८८०. 


झ्रोर, क्योंकि ५, / ओर < सब ही शून्य नहीं हैं। यह स्पष्ट है कि 055०. 
संख्या / को प्राय: इस प्रकार लिखते हैं 


8&। | ० |! 
82 022 ०2 9 
| 33 03 0: 





इस रूप में इसको तृतीय कोटि का' अथवा “3 कोटि का' डिटमिनेंट कहा जाता है। 
पद 8; 02 ०3 को अग्रग विकर्ण” कहते हैं । 


.3. इस,प्रकार का आभास-सा होता है कि यदि हमारे पास ४ चरों में (मान 
लीजिए, निम्नलिखित) ॥ एकघात समीकरण हें--- 


काड़न9ए-+- -+£[2-50 
420-+029+ . . . +25- 


का नी 09५-+- . . . +0,,25--0 


न्‍ः 


लो गुणांकों का ऐसा कोई विशिष्ट फलन ([प्थ०7०7) अवश्य है जो स्वयं शून्य हो 
जाता है यदि सारे समीकरणों को ४, 9, . . .,2 के कुछ मान (शथ्यंप८5) संतुष्ट करते 
हैं जो सब एक साथ ही शून्य नहीं है । हमें ऐसा भी आभास होता है कि गणांकों के इस 
फलन को सुगमता के लिए हम कदाचित्‌ इस प्रकार प्रकट कर सकते है--- 


| 28] ः 5 हि प्‌ | 

। ६2 9. & (> .। 
| ४ ५ * 

| ले हहै। 0, हा 


इस रूप में फलन को 9 कोटि (०6८ा 9) का डिटमिनेंट कहा जाएगा झौर 
8472- - था को अग्रग विकर्ण कहेंगे । $ .2 में दृवितीय कोटि के डिट्सिनेंट के उपयोग 
से हमने तृतीय कोटि का डिटर्मिनेंट प्राप्त किया था। 


तुतीय कोटि के डिट्मिनेंट के उपयोग से हम इसी प्रकार चतुर्थ कोटि का डिट्ॉमि- 
नेंट प्राप्त कर सकते हूँ । और इस प्रक्रम से उत्तरोत्तर 7 कोटि के डिटमिनेंट की परि- 
भाषा प्राप्त कर सकते है। लेकिन इसका भर्थ यह नहीं है कि परिभाषा समझने का यही 
एक मार्ग है। हम अपनी परिभाषा के लिए दूसरी रीति का अनुसरण करेगे। 


हम पहले तृतीय कोटि के डिटमिनेंटों के कुछ विशेष गुणघर्मों का भ्रध्ययन करेंगे 
प्रौर फिर ॥ कोटि के डिटमिनेंट की परिभाषा इस तरीके से देंगे कि ये गणधर्म किसी भी 
कोटि के डिटर्मिनेंट में समान रूप से पाए जा सकें । 


.4. परिभाषाओं पर नोठ--! कोटि के डिटमिनेट की परिभाषा कई प्रकार से 
दी जा सकती है यद्यपि उन सब परिभाषाओं का निष्कर्ष एक ही होता है। जिस 
तरीके से परिभाषा हम देंगे उसमें विशेषता यही है कि वह औरों के दूवारा दी 
हुई परिभाषाओं से मेल खा जाती है और इसलिए दूसरी पुस्तकों में संदर्भ को सरल 
कर देता है । 


.5. तृतीय कोटि के डिटमिनेंटों के गुणधर्म--जेसा हमने $.2 में देखा है, 


डिटमिनेंट | 8&। 9 ० / 
82. 02 ०2 
83. 03. ०३ 
को इस प्रकार लिख सकते हैं :-- 
न॑3|0203-- 8| 0302 +- 32030|-- 3. 003 -+ 33 0]02-- 83 020] () 


निम्नलिखित तथ्य (+908) एक प्रकार से स्वतः सिद्ध ($९-८४०८४॥) और 
स्प्प्ट हैँ :-- 
(।) व्यञ्जक () का रूप 
£--०:०५० के प्रकार का है, 


७ 


जो योगपा7, $ और ६ को, छः संभावित तरीकों से , 2, 3 आदि मान किसी क्रेंस मे 
देने पर आता है और इसमें किसी भी पद की पुनरावृत्ति (7७0०700०॥) नहीं होती । 

(गा) अम्रग विकर्ण के पद & ०2 ० में घव चिह्न ( अर्थात्‌ +) लगता है । 

(पा) जैसा द्वितीय कोटि के डिटमिनेंट में होता है, (देखिए $ . 2 ) यदि 
व्यम्जक () में सब स्थानों पर किन्‍्हीं भी दो अक्षरों का विनिमय कर दिया जाए 
तो भी पहले वाले पद ही प्राप्त होते हैं लेकिन इस बार उनका क्रम दूसरा होता है और 
उनके चिह्न विपरीत होते हैं । 

उदाहरणार्थ, यदि () में & और 9 का विनिमय[ कर दिया जाए तो हमे 
निम्नलिखित व्यञ्जक प्राप्त होता है । 

+98203--78302-+- 02830 -- 02803 नै. 0308802-7 03920; 


इसमें पद वही हैं जो () में है लेकिन क्रम दूसरा है और चिह्न भी विपरीत हैं । 
2. 9 कोटि के डिटर्मिनेंट 


2.7, तृतीय कोटि के डिठिनेंट में हमने ($ 4. 5 में) तीन अनिवार्य रुण- 
धर्म देखे । अब हम 7 कोटि के डिटमिनेंट की परिभाषा देंगे । 


परिभाषा--डिटमिनेंट 25 ० 0 : अल 
| 92 03 2. £2 () 
8 8 न मु 9 की 

8, 9, . . .,  [ से तात्पय 84, 82, - - |; आदि से है| आदि का वह फलन है 


जो निम्नलिखित तीन प्रतिबंधों (००॥०४४४०॥७ ) को संतुष्ट करता है : 
(7) इस व्यञ्जक का रूप निम्नलिखित प्रकार का है :-- 


2--9. 05 .. 700 (2) 
जो योग 7, $, . .., 0 श्रादि को [7 संभावित तरीकों से 3, 2,. . .,7 
आदि मात किसी विदेष क्रम में देने पर प्राप्त होता है। और किसी भी 
पद की पुनरावृत्ति नहीं होती ; 


(पर) अग्रग विकर्ण के पद, 8 02. . (६. में धनचिह्न होता है; 

(ता) अन्य पदों में चिह्न इस प्रकार होते हैं कि (2) में सब स्थानों पर किनन्‍्हीं 
भी दो अक्षरों के विनिमय पर भी पदों के समुच्चय में कोई अंतर नहीं 
पड़ता अर्थात्‌ पहले वाले पद ही आते हैं लेकिन इस बार उनका क्रम दूसरा 
होता है भर उनके चिह्न विपरीत हो जाते हैं । 

इस पुस्तक में सब स्थानों पर “3 ओर 9 के विनिमय से तात्पर्य 8; और #9|, 82 ह 


और 02, 33 ओर 03 . .., और 79 के युगपत्‌ श्रर्यात्‌ एक साथ विनिमय 
अंग्राप्रॉक्ा०005 गं्राश्षणा॥86) से होगा । 


अन्‍रमीन्‍ननन 
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आगं बढ़ने से पहले हमारे लिए यह सिद्ध करना झ्रावश्यक है कि उपदर्युत परिभाषा 
से 8, 8, . . ., आदि का एक--ओऔर केवल एक हँ:-- फलन प्राप्त होता है । इसकी 
उपपत्ति (970०) को निम्नलिखित चार मुख्य भागों में विभाजित किया जा सकता है । 


प्रथम भाग--( ) के स्तंभों के संगत अक्षर 8, 5, . . ., £ आदि को मनवांछित 
किसी भी क्रम में रखिए, जैसे, 

23 9 0४ दो शा ८ (3) 
दो ऐसे अक्षरों के विनिमय को, जो बिल्कुल अगल-बगल के स्वतंभों में हों, आसप्न 
विनिमय (80[28८८० |(श८8786) कहते हैं । ऊपर (०) में जो क्रम 
है उसमें कोई भी दो अक्षर 9 और 4 लीजिए । मान लीजिए, इनके दीच में 7? अक्षर 
और हैं। भ्रब, यदि हम 9 को दाहिनी ओर को ले जाना शुरू करें, तो 77+] आसन्न 
विनिमयों के पदरचातू, वह 4 से ठीक दूसरे नंबर पर झा जाता है । मान लीजिए, श्रव 
हम 4 को बाएँ हाथ की ओर ले जाना आरंभ करते है तो ॥ आ्रासन्न विनिमयों के परचात्‌ 
५ उस स्थान पर पहुंच जाता है कि परिणाम वही होता है जो क्रम (७) में ही 9 और 0 
का स्थान परस्पर बदल देने से होता। यह अवस्था (27--) आसचन्न विनिमयों के 
पदचात प्राप्त होती है । 


अब, मान लीजिए, (2) में हम प्रत्येक चिक्न का (27--व) बार परिवतेन 

करते हैं। परिणाम वही होता है जो पहले के चिह्वों के बदले विपरीत चिह्न रख देने 

से होता । निष्कर्ष यह हुआ कि परिभाषा में दिया हुआ तीसरा प्रतिबंध यदि अक्षरों में 

आसनन्‍न विनिमय के होने पर भी संतुष्ट होता है तो वह स्वयमेव दइक्षरों के किसी भी 

विनिमय पर भी संतृष्ट होगा। 

दुवितीय भाग --(), (7) और (ह7) प्रतिबंधों के कारण द्वितीय कोटि के 
डिटमिनेंट 

8] 9, 

82 02 





का मान 9/72--220 आ जाता है। क्योंकि, (7) और (गत) से, मान 
न॑-2--०20। होना चाहिए और पा के कारण, 8 और ४ के विनिमय से चिह्न बदल 
जाने चाहिएँ | इसका तात्पय यह हुआ कि व्यंजक &72+०४० गहीं हों सकता। 

तृतीय भाग--अ्रब, माव लोजिए, कि (7), (7) और (7) प्रतिबंध 
(7--) कोटि के किसी डिटमिनेंट का मान ज्ञत करने के लिए पर्याप्त । (॥] 
से, डिटमिनेंट (५. ऐसे पदों का समुच्चचय (5०) है जिसमें 9 का अनुबंध 
(४) । है; पदों का यह समुच्चय है :-- 


8]<“-- 9.0 ४ फेज 78 40 ( 3) 


इसमें (7) को, /५४ में लागू करने पर, 
४॥6८737066/64-.2 


80 


() योग--(8-3). संभावित तरीकों से, &$, ६,. . . . - - - , 9 आदि को, 
कक ,09 आदि मान किसी क्रम में देने पर प्राप्त होता है तथा उसमे 


किसी भी पद की पुनरावृत्ति नहीं होती । 
और () को, /७,, में लागू करने पर । 
(8) पद 5203 . . ./& में धन चिह॒ न लगेगा । 
और, अन्ततः (ए) को, (७७ में लागू करने पर, 
(8) ४७, ०, .. ., £ आदि अक्षरों में किन्‍हीं दो भ्रक्षरों के विनिमय से (3) 


६ आर 


में सब स्थानों पर के चिह॒न बदल जाते हैं । 


क्योंकि हमने पहले एक परिकल्पना (#एए्ुणाव्झं5). की थीं कि 
प्रतिबंध--(!), (7) और (77) से (7-4) कोटि के डिटमिनेंट का मान ज्ञात 
हो सकता है । इसलिए, (2) के वे पद जिसमें & का अनुबंध ! है निम्नलिखित में 


प्रकट किए जा सकते हैं : 


के 00508.. .& &- 75 


ग्ी 


| 93 5 ३... *« #4 (39 ) 
७0५ ०, | | ६, 





अब हमारे दवारा यह मान लेने से कि (), (॥) और (हा) प्रतिबंधों से (8-१) 
कोटि के डिटमिनेंट की परिभाषा दी जा सकती है, (39) से (2) के उन सब पदों 
के चिह॒ न ज्ञात हो सकते है जिनमें 902,903, . .,०0, आदि हैं । 
चतुर्थ भाग--( 2) में यदि ० और 9 का विनिमय कर दें तो, प्रतिबंध (॥0 ) 
' के कारण, (2) में समस्त चिहन बदल जाने चाहिएँ। अतः (2) के वे पद 
जिनमें 9 का अनुबंध 3 है, निम्नलिखित से प्रकट किए जा सकते हैं :-- 








“ 0| | 42 ०2 . ६० |; 
853 05: . ६5 
४५. 4 । ( 30 ) 
2०॥ ५9 - ६ | 





($) के अनुसार किसी पद 9। 8.०. . . 70 
किसी पद »४7४०. . ./६७ 


जम, 


का चिहन (39) के 
के चिह न के विपरीत होगा । 


ग्रत:0 और ०, ० और 6 ...,] और ४ के आसन्न विनिमय से (2) 
का रूप इस प्रकार का होना चाहिए :-- 








8 92 ०. - ४-० ।१३० ० . - | +० | ४४७०० . - £,| -- 
84 ७5 . .- ५ 83 05६ . - छू 84 94 कक ६५ 
के न] *ू हर | * छू > क्र हर छू * 
99० . | लिप व: # 3 हा था 70» -+ था| 


[| 


4 ६5 92 रु /2 
जब आल हल घर धि 05: ४ (4) 
है | 90 मा! /] 


दूसरे शब्दों में, यदि प्रतिबंध --(7), (7). और (तर) से (7-) कोटि के 
किसी डिटमिनेंट को परिभाषा अद्वितीय रूप से (प्रमंपण्थाए) दी जा सकती 
है तो इन्हीं प्रतिबंधों सें॥ कोटि के डिटमिनेंट की परिभाषा भी संभव है। और जेसा 
हमने देखा कि ये प्रतिबंध अद्विर्तीय रूप से 2 कोटि के डिटमिनेंट की परिभाषा दे देते है 
तो, उत्तरोत्तर आगम (उ760०४०9) के प्रयोग से, ये किसी भी कोटि के डिटर्मि- 
ट की परिभाषा भी देंगे। 
2. 2. किसी पद का चिह न ज्ञात करने के लिए नियम--मान लीजिए, किसी! पद 
9 78---५ मेंत से कम होने पर भी 9 से बाद में आने वाले अनुबंधों 
की संख्या ै५ है, दूसरे शब्दों में, मान लीजिए कि # के सापेक्ष यहाँ 9, उत्कमण 
(परएशआ0०75) हैं । उदाहरणार्थ, एक पद 3205०40। लीजिए । इसमें केवल 
एक अनुबंध ऐसा है जो 4 से कम होने पर भी 4 के बाद आता है । हमारी भाषा में 
इसका अर्थ यह हुआ कि 4 के सापेक्ष यहाँ केवल । उत्क्रमण है । श्रर्थात्‌ 
यहाँ ),,55!. इसी' प्रकार, यदि 7--3 से कम होने पर भी ॥--3 से बाद में आने वाले 
अनुबंधों की संख्या 0... हैं तो 7-। के सापेक्ष उत्क्मणों की संख्या &, , 
हुई; इत्यादि । मान लीजिए 
0+02+083+ - - +फ 
इस जोड़ को अनुबंधों के उत्क्रमणों की कुल मंख्या (६0 ग्रणांभ ) कहते हे । 
जैसे, यदि ॥5+ 6, और पद --- 
8403026०[5, (5) 
हैं तो, »6८८ 2, क्योंकि और 5 अनुबंध 6 के बाद आते हैं 
055८ 0, क्योंकि 5 से कम कोई भी अनुबंध 5 के बाद नहीं आता । 
»94 २ 3, क्योंकि 3,2, अनुबंध 4 के बाद आते हैं । 
और इसी' प्रकार, 2.3772, 22557, »7₹70 
गअतएव उत्क्रणों की कुल संख्या है 
2-+- 3+- 2+- 55 8. 


यदि »7०६. ५७ में ४ के सापेक्ष 9, उत्क्रमण हैं तो 3, 2,. ., 0-॥ 
ग्रनबंधों के क्रम में किसी परिवरतेन को लाए बिना, अक्षरों के 9, आसन्न विनिमयों के 
दवारा हम 7 को वर्णमाला के खं अक्षर का अनुबंध बना सकते हैं, और वर्णमाला 
के क्रम को पूर्वदशा में लाकर, 9 को अंतिम अनुबंध बना सकते हे। उदाहरणा्थ, (5) 
में, »॥ 55 2 होने पर, का & से तथा ई का 0 से दो आसतन्न विनिमय कर देने पर 
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क्रमश: 24030,6 ]०५ और ४4040०६१|०5 प्राप्त होते हैं । दूसरे वर्णमाला के क्रम 
को पूर्वदशा में लाने पर 94030०0८56 द्राप्त हंटा है। इसमें 4, 3, 2, 3, 5 
झ्रादि अनुवंध उस क्रम में आते हैं जिसमें वे (5) में है और शअनुबंध 6 बंत 
में झाता है । 

र्स' प्रकार, जब 7 को अंतिम अनुबंध बनाया जा चुका है, अक्षरों के &४ए 
ग्रासन्न विनिमयों के पश्चात्‌ ठथ' वर्णमाला के क्रम के पृव॑दशा में ला देने के पश्चात्‌, 
हम (7-) को भ (7- ) वाँ अनुबंध बना सकते हैं; इत्यादि । 

इस प्रत्ार, अक्षरों के ॥/+9.2+- -+2/ आसन्न विनिमयों से »आ४,. .5, 
8।0५ “0, के अनुरूप हो जाता है। (गा) के कारण, (2) के विसी भी 
पद का चिहन (-) हं गा, जहाँ ।ए (अर्थात्‌ &।+22+ - -+9७)» अनुबंधों के 
उत्क्रमणों की कुल संख्या है । 

2.3. ऐ कामान एक दूसरे तरीके से भी प्रपप्त किया जा सकता है। 

माव लोजिए, ]€7 £&€॥. 

यह भी मान लीजिए कि पद &5$*** में 7 से बड़े होने पर भी शा से 
पहले आने वाले अनृबंधों की संख्या ॥फ़् है । इसका अर्थे यह हुआ कि अनुबंध शा इन 
!७ बड़े अनुबंधों में से प्रत्येक के बाद आता है। इसके परिणामस्वरूप, वह प्रत्येक के 
सापेक्ष एक उत्क्रमण का कारण हो जाता है जिससे हम 7 का मान ज्ञात कर सकते हूं । 
यह स्पष्ट हैं कि--- 


पिच ४ 485 न (0) 


3. डिटमिनेंट के गुणधर्म 
3.7. प्रमेय . 82. में दिए हुए डिटमिनेंट /५, का निम्नलिखित रूपों में 
प्रसार (०४०थअं०) क्या जा सकता हैं । 
() £४(-7)" ०४०६. - ५५, 
यहाँ (९--१, $, - . - 0 आदि श्रनुबंधों में उत्कमणों की कुल संख्या । 





( () 84 52 ] है है] (९. -- 7] 8.2 ] १] & की । न ] “| 
| 
5५ 4 क क (६५ 9.43 ७३ के क्र 5 । 
9, ०: 5 + फ : येत 0 -« ७ रत 





का 43 5 «८ 7 
कक हक 25 


बल 4 0,, हि 8 गत 
इस प्रमेयः को हम ऊपर $ 2 में सिद्ध कर चुके हूँ । 
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अमय 2, एक डिडॉपजेंद के नात सें, 7 कवियों ओर हर्मों के विनिमय से भी 
कोई परिवर्तन नहीं होता, श्र्था व्‌ --- 





8॥ 8 ही ० [ ! म्स्स 8. 8382 * * ध्षत्त 
8 || 52 ५ //३ | 9 | । 52 2 5, $ 
5 छ ०, 22 | !) | है| (. १ की 





प्रमेय से, दृवितीय डिट्मिनेंट को निम्नलिखित से प्रकट कर सकते हैं -- 


७(-- 7 0] 32. हर] ( 7) 


यहाँ ०, 3, . ., £ आदि वास्तव में किसी विशेष क्रम में &, 9,. ., 
श्रादि अक्षरों को हूं! प्रकट करते हूं और अक्षरों के उत्कमणों की कुल संख्या को 'श प्रकट 
करता है । 


[यदि | अक्षर ६ के बाद आते हैं जो वर्णमाला में ४ से पहले आने चाहिएँ 
तो | उन उत्क्रमणों की संख्या है ज॑ं' ०१. ..६४ में £ के सापेक्ष हें; इत्यादि 
इत्यादि : अक्षरों के उत्क्रमणों की कूल संख्या |--|॥७+ - -+|% हुई । | 
अब (7) के किसी पद उदाहरणार्थ, (-)” ७९2. .0७, (8) 
को लीजिए । मान ल॑/जिए, हम इस गुणनफल (060०) को इस प्रकार लिखते हैँ कि 
इसमें अक्षरों का क्रम वर्णमणाला के अनुरूप हो जाए, तो इस पद का रूप कुछ इस प्रकार 
का होगा --- 

(--)7" ७7855. .]६ [0- (9) 
(8) में [५ अक्षर ऐसे हैं ज।|£ के बाद आते हैँ । इसके परिणामस्वरूप, (9) 
में [७ अनुबंध ऐसे होंगे जो 6 से' बड़े हंने पर भी 6 से पहले आएँगे । इसी प्रकार 
॥,._.ै। अक्षर ऐसे होंगे जो वर्णमाला में तो 3 से पहले ग्ञाते हे लेकिन यहाँ ३ से बाद में 
श्राएँगे। और, इसके परिणामस्वरूप |७.। अनुबंध ऐसे होंगे जो + से बड़े होने 
पर भी (9) में उससे पहले आएँगे, इत्यादि। $2 3 को ध्यान में रखते हुए, यहां 
हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैँ कि /४, जिसको हम 50, से प्रकट करते हैं !४ के 
बराबर हू गा। ऐऐंस्‍्वयं (9) में अनुबंधों के उत्क्रमणों के कुल संख्या को व्यक्त करता है । 
अतः (7) को हम इस प्रकार भ! लिख सकते हैं : 
5(-- ) 9.08 ६६5०8 


लेकिन (7) ऊपर दिए हुए दूसरे डिटमिनेंट का प्रसार मात्र है ॥ 
प्रमेय को ध्यान में रखकर, हम यह देख सकते हैँ कि पहले वाले डिटमिनेंट का 
भी प्रसार यही होगा । दूसरे शब्दों में, प्रथम और द्वितीय डिटमिनेंट एक ही व्यंजक 
को प्रकट करते हैं । और इस प्रकार, प्रमेय 2 सिद्ध हो जाता है । 
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प्रमेय 3.-.-किन्ही दो स्तंभों, श्रथवा किन्‍्हीं दो पंक्तियों के विनिमय से डिटमिलेंट 
के मान में वही परिवर्तन हो जाता हे जो डिट्मिनेंट की --! से गुणा कर देने से होता है । 

/॥ की परिभाषा में दिए हुए तीसरे प्रतिबंध से यह स्पष्ट हो जाता है कि 
किन्‍्हीं भी दो स्तंभों के विनिमय से, अर्थात्‌ किन्‍्हीं भी दो अक्षरों के विनिमय से, 
डिटमिनेंट के मान में, डिटमिनेंट को-] से गुणा कर देने के समान परिवतेन हो 
जाता है। 

प्रमेय 2 के कारण, किन्‍्हीं दो पंक्तियों के विनिमय से भी डिटमिनेंट के मान में 
यही परिवतेन हो जाएगा । 

उपप्रमेय. (००णाक्षए)--यदि किसी स्तंभ (अथवा पंक्ति) को, आसन्न 
विनिमयों के द्वारा, समसंख्या (एथा ग्रणार/थ ) बार ( जैसे, दो, चार, आदि) 
अपने स्थान से हटा दिया जाए तो डिटमिनेंट के मात में कोई अंतर नहीं पड़ता, जेसे--- 


[8 9० ० 6 | त्णल 4] 9। ९॥ 
| 82 022 ०2 १2 ० 8282 722 १2 
| 5 3 06 5 ०, 83 03 053 
84 024 ०५ (4 ०५ 84 24 १4 


परंतु, यदि किसी स्तंभ (श्रथवा पंक्ति) को विषय संख्या (000 गरणाफ्रैश) 
धार अपने स्थान से हटाया जाए तो उसके मान में -१ से गुणा कर देने के समान 
परिवतंन हो जाता हैं । 

ऊपर के उदाहरण में & 9 ० 6 को ०००४० में लाने के लिए दो आसन्न 
विनिमय आवश्यक हें ; 2 और ० के विनिमय से 2००06 फिर $ और ८ 
के विनिमय से ० 8 96 प्राप्त हुआ, फिर भी दोनों का मान एक ही है। 


3. 3. प्रमेय | में दूसरे वाले प्रसार को पहली पंक्ति से प्रसार के नाम से पुकारा जाता 
है। प्रमेय 3 में दिए गए उपप्रमेय के कारण, इसी' प्रकार का प्रसार किसी भी अन्य पंक्ति 
सै भी हो सकता है । उदाहरणार्थ--- 


8 )[ ०, 6 | "5 | 83 23 03 03 
82 22 ०2 0५ 8| 0] ०। 0 
85 253 ०३ 44 82 22 ०2 02 
9.4 5६ रे] 0, 8.44 9५ 0] 4] 


श्र, दूसरे डिटमिनेंट का उसकी पहली पंक्ति से यदि प्रसार करें तो हम देखते हूँ कि 
पहला डिटमिनेंट निम्नलिखित के बराबर हो जाता है। 











83 | 2 ० 6 [--93 | 8 ० 6| | -+0०3 | &| 5, 6, [--3 | 8 9 ० |. 
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| हक, 


इसी प्रकार, पहले डिटमिनेंट को भी इस तरह से लिखा जा सकता है : 


-“ 432| 0 ० | | क॑2| भू थ्‌ 4| [>०| भर ० 4 -02| 88 92; ० | 
(9 १ 5 84 845. ७5३ 064 85 84 84 | 94 (5 
54 ५६ 4५ 44 ०८ 04 84 04 04 | 84 04 ८4 | 

















प्रमेष 2 के उपयोग से यह भी हम जानते हे कि डिटमिनेंट के मान में तब भी कोई 
परिवतेन नहीं होता यदि हम स्तंभों को पंक्तियों से, और पंक्तियों को स्तंभों से बदल दें । 
इसका तात्पयें यह हुआ कि डिठमिनेंट का उसके प्रत्येक स्तंभ से प्रसार किया जा 
सकता है । 

दूसरे अध्याय ($) में हम पुनः इसी बात की चर्चा करेंगे । 

3.2. प्रमेय 4 --यदि एक डिटाॉमसनेंट के कोई दो स्तंभ, या दो पंक्तियाँ, 
अभिन्न (0%70०4) हों तो डिट्मिनेंट का मान शून्य होता है । 

क्योंकि, ऐसा होने पर उत दो स्तंभों अथवा पंक्तियों के विनिमय से उसके भाव 

में कोई अंतर नहीं पड़ता । लेकिन प्रमेय' 3 से इस प्रकार के विनिमय से डिट्मिनेंट 
के मान में --! से गुणा कर देने के समान परिवतंन हो जाना चाहिए | अर्थात्‌, यदि 
पहले उसबा मान 5 था' तो अब -5 होगा' । अ्तएवं, हु +5, या 255८0. 


प्रमेय. 5--घदि किसी स्तंभ (अथवा पंक्ति) के प्रत्येक अवयब (०/७००४४) 
को से गुणा कर दिया जाए तो डिठमिनेंट के मान में भी ॥९ से गुणा हो जाता है । 
इसको हम परिभाषा से संलग्न एक उपप्रमेय कहेंगे, क्योंकि 
%--७,0, . .. ३ >-- 8708. - - १५७ 


3.3, प्रमेय 6--॥ कोटि का कोई डिट्सिनेंट, जैसे, 


शने५ु 0 +)7ि * * टरन॑ऊा 
82-02 02792 * * £2-+-(० 


8.07 हम नी00 * ' पि्न-फा 
उन 2" डिह्सिटेंट के थोग के बराबर होता है जो प्रत्येक स्तंस से एक-एक 
अक्षर चुनकर, और इस प्रकार »' भिन्न-भिन्न तरोकों से बनाए जा सकते हैं ! 
उदाहरण के लिए, 
| थर्न-०] 9+ 7 
| 42-702 92+ /2 





निम्नलिखित चार डिट्सिनेंटों के योग के बराबर है -- 
का गक । ». |]५ >| 


। 82 92 | ५, 5. 


9] 
82 92 


9 । ७] 2 
| 095 9१ 
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यह भी परिभाषा से स्पष्ट हो जाता है; क्‍योंकि 

2-+-(9,+ ०.) (0६+ 9) - « (४9-0) 
को उन 2" संकलनों के बीजगणितीय योग से व्यक्त कर सकते हे जो प्रत्येक कोष्ठक 
में से कोई भी एक-एक पद लेकर बन सकते हैं । 

3.4. प्रमेय 7--यदि फिसी स्तंभ (अथवा पंकित) के प्रत्येक भ्रवयव में किसी 
दुसरे स्वत (अथवा पंकत) के संग्त अवयब (०0070590०70ग8 धैध्यथा ) का कोई 
भ्रचर-गुणन (८०ा्षा॥ गराधांत9०) जोड़ा श्रथवा घटा दिया जाए तो डिट्मिनेट 
के भान में कोई अम्तर नहीं ऋता । उदाहरणार्थ, 


[28 ० 6 | कौ | कर्ऊश्की ज ० 
| घेठ 5. | 89 च +५02 9, (2 
85 03 04 853-:2.03 23 03 


उपपत्ति--चर्चा के लिए $2.7 में दिया हुआ डिठमिनेंट (७ लीजिए । 
मात लीजिए, 6, के दो अलग-अ्रलग स्तंभों के अक्षर £ और ४ हैं। यह भी मान 
लीजिए, कि /७,, एक ऐसा डिटमिनेंट है जो /, में £ स्तंभ के प्रत्येक अवयव 
7 के स्थान पर5--)४ रखने से प्राप्त होता है, यहाँ » और + दोनों परस्पर 
स्वतंत्र हे । 
अरब, प्रमेय । से -- 


25 के ४(- [) 905 ३28 (हपर्न-2५४घ) «० «(5० « (५, 








् । 44 5, है आह ३ ४ 6] कर 2 8] ४] * 0 8] « १-८ हर 
| 342 02 . 22 . 9 - ५ 82 022 . ४2 . ४2- ६2 
| का ण - #.] - जी :- है | है 9, - मैआतआ - ध्ा 


लेकित, इनमें से दूसरा डिटमिनेंट शून्य है क्योंकि, प्रमेयः 5 से, यह एक ऐसे 
डिट्मिनेंट का ) गुना है जिसके दो स्तंभ एक दूसरे से अभिन्न हैं । भ्रत: 6, /,.. 

प्रमेय 7 के उपप्रमेय--.प्रमेय 7 का विस्तार करके उसको कई रूपों में कहा 
जा बकता हैं उद्दाहरणार्थ, प्रमेय 7 के उत्तरोत्तर अनुप्रयोग (399॥00707) से 
निम्नलिखित भी सिद्ध किया जा सकता है :-- 

किर्स। डिटमिंनेंट के प्रत्येक स्तंभ (श्रथवा पंक्ति) में परवर्ती (॥#5९१एशा० 
अर्थात्‌ अगले स्तभों (अ्रथवा पंक्तियों) के स्थिर-गुणज जोड़ देने पर भी डिटर्मिनेंट 
के मात में कोई अंतर नहीं पड़ता; जैसे, 








8 0 ०0 | की | धरमैेगन-॥0 शरण 
82 72 ०2 42 +702-॥02 02-+७०० ० 
93 03 03 83+203-+ [0 03-0० ०३ 





परवर्तोी के स्थान पर पूर्ववर्तो (०००१४४) कर देने पर भी उपर्युक्त कथन लाग 
होता है । 
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प्रमेय 7 का एक और विस्तार इस प्रकार है--- 
किर्स; स्तंभ (अथवा पंक्ति) के गुण्जों फो अप्य स्तंभों (अथवा पंक्तियों) 
में जोड़ देने पर ्भ; डिटिमिनेंट के झान में कोई अप्तर नहीं पड़ता; जसे, 
8| ० ० | करन ; करनी 9 ४+।फ9। 
82 02 ०2 । 82-+-* 02 22 ०२+ ४०2 
83 03 03 83-72.03 03 ०3+ |४03 
झनुभव और अध्ययन से ऐसे अनेक विस्तारों का ज्ञान पावक को हो जाएगा। 
इनके बारे में कोई सिद्धांत या नियम निर्धारित नहीं किए जा सकते । लेकिन 
इतना अवश्य ध्यान में रखना चाहिए कि बिना सोचे-समझे स्तंभों और पंदितयों 
के गृणजों को एक-दूसरे में जोड़ने या घटाने से त्रुटियाँ भी होने की संभावना 
रहती है । इसलिए, प्रत्येक पद की, प्रमेय 6 को दृष्टि में रखते हुए, परीक्षा कर लेनी 
चाहिए । ऐसा न करने पर किस प्रकार के अवांधित परिणाम झा सकते हे यह हम निम्न- 
लिखित उदाहरण से देख सकते है :-- 
यदि, (७5८5 | 4+)9॥ 9[+॥#० ०१+००७। 
82-+9.02. 022+!//0, ०.+००० 
83 + 9203. 03+ [03 03-+-०४३ 
इसको प्रमेय 6 के कारण ऐसे लिख सकते हैं :-- 


जे मफनकन-+आपती जन लकिनननन--+कननकन» ७... 








[8 9 ० | +॑ | *क। ॥#० ए०प 0 
82 72 ०2 १०. 76. ७०८ | 
83 023 ०03 | 203 05 ७०३ 


प्रमेय 6 के कारण जो अन्य डिटमिनेंट बन सकते हें वे सब ही, प्रमेष 4 औौर 5 
के कारण, शून्य हो जाते हैं। जैसे, 
0, 9 0०; 
0७, ४» ०० 
१०05 053 05 | 
फलस्वरूप, ७७ (--१५४०) 


चल ऐ 





89%, 9. 67: 
82. 022 ०2 
83. 0923 ०3 

टिप्पणी---बिना सोचे-विचारे पंक्तियों के गुणजों को एक-दूसरे में जोड़ देने 
या घटा देने से जो त्रटियाँ हो जाती हैं उनके परिणामस्वरूप कभी-कभी बड़े निराले 
निष्कर्ष सामने आते हैं । ऊपर के दृष्टांत में ही एक हेत्वाभास (52०५) हम 
देख सकते हैं जिसमें ७ 5-5 0 हो जाता है। वह कुछ इस प्रकार कहा जा सकता है । 








पहले स्तंभ में से दूसरे स्तंभ को घटाइए | दूसरे और तीसरे स्तंभों को जोड़ 
दीजिए, और फिर, पहले और तीसरे को जोड़ दीजिए । इस कथन से )/55--१, |४ ८ , 
७-८ , का तात्पयय होता है। अनेक संभव मानों में से इन मानों के चुनने से (७ -#० 
सिद्ध हो जाता है । चाहे इस प्रकार की उपपत्ति एक ग़लत और अ्रवांछित 
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परिणाम को सिद्ध कर देती है। स्तंभों के साथ जरा-सी चालाकी सेडिटर्मिनेंट का 
मान अपरिवर्तित रहने देने के बदले एक ऐसे व्यंजक -+-7॥0 से गुणा कर दिया 
गया हूँ जिसका मान शून्य है। 

3.5 प्रमेय 7--7 के विभिन्‍न अनुप्रयोग (2[00॥0800॥5 ) 

प्रभेये 7 और उसके उपप्रमेयों के अनुप्रयोग के लिए सुविधा की दृष्टि से हम 
निम्नलिखित संकेतन का उपयोग करेंगे--- 

(बचत +ग्रा2+ . . . न 7५ 

इससे हमारा संकेत होगा कि यदि हमारे पास एक डिटमिनेंट ७, है 
तो हम उससे एक ऐसा डिटमिनेंट 6७”, वनाएँगे, जिसकी (वीं पंक्ति 5, 
की पहली पंक्ति का | गृना + दूसरी पंक्ति का 7 गुना +..+ गावीं पंक्ति का 
गुना होगी । इसी प्रकार के संकेतन का स्तंभों में उपयोग करने पर ०5-१७ +-४०५-+- 
.-+#0, होगा। 


प्रशनादली एक 

). निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिए । 
७05 87 42 3 +-ै 

45 8 7 4 

हक गा ॥. अल 

9] 9 6 0 


जो तरीका हम यहाँ भ्रपनाएँगे उससे पाठक को इक्के-दुक्‍्के संख्यात्मक-डिटर्मि- 
नेंटों (7णग्रध्यंटथं (680प्रां॥075) का हल करने का संकेत मिल जाएगा । इनको 
हंल करने के लिए व्यवस्थित रीतियों का वर्णव उसे व्हिटेकर* और रौबिन्सन की 
पुस्तक----ऋलकुलस ऑफ आाव्जवेशन्स (लन्दन, 926) के पाँचवें अध्याय में मिल 
जाएगा । इससे उसे डिठमिवेंट की कोटि कम करने के तरीके ज्ञात हो जाएँगे यथा, 
6 कोटि के डिठमिनेंट को 5 कोटि के डिटमिनेंटों में, 5 कोटि के 4 कोटि में, 
आदि, आदि, कैसे लाए जा सकते हैं। 


यदि, ०१ ऋग्ट -- 202 आता : 7 0 स्ल55 जे 30॥, लें तो, 


3 न्‍र+ 0. 42 0. न +]7 
2 १8 9 4 

]3:“7 “कह 8 

67 9 6 0 








*जातातद्वांत्शा' द26 (२00507" पफ्तठ 0बलांप्रड 9 095०07ए६४(0758 ([.070070, 4926) | 
(78767 ५, 
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(और प्रमेय[ से)->--42| 2. 49 4[|+]!| 2 8 79 | 
83 --व2 --5 कि, के -स्लयॉड 
67 6. 0०] 67. 9 6 








तृतीय कोटि के इन डिठमिटनेंटों का प्रसार करने पर, 
/ न्ू- 424 2(30)--73/-- 24)+ 67(-- 95+ 48) » + 
+ ६2(02+-08)--3(08--774)+-67(-- 27 6-- 323) ), 


इत्यादि । 
2. सिद्ध कीजिए कि-- 
8 4 4| -(०-४१)(58-१)(१-०). 
७ 838 १ 
| 29 १० ० 





यदि, ८५5-०-०,, ० ३75०३--००, 

तो दिया हुआ डिटमिनेंट +5। 7 0 0 ७ ८ 
७. ४-०५ १-४ 

97 १(०-७) ०५३-)) 
और, प्रमेध ]। और 5 से> (०-३७) (8-१) | ल्‍7]। +7 





) 
++ (५-) (0-१) (४-०) 
टिप्पणी--यह डिटमिनेंट, तथा इस प्रश्नावली में आए अन्य डिटमिनेंट, 
शेषफल प्रमेय. (१८77%7067 ॥०087 ) की सहायता से शी धर हल किए जा सकते 


हैं। यहाँ वे $9 7-3 के लिए अ्रभ्यास की दृष्टि से रखे गए हैं ।] 


3. सिद्ध कीजिए-- 
/च5 |. 0 (०-9) (५-१)? (०-३)? | +0. 
(8-०) 0 (5-7) (8-65) 
(१-०)2 (४-0) 0 (१-०)? 
(5-०) (5-8)? (65-/)) 0० 
डिटमिनेंटों के गुणन (देखिए, प्रश्नावली चार, 2) को पढने के पदचात्‌ 
हम देखेंगे कि ऊपर दिया हुआ डिटमिनेंट स्पष्टत:' शून्य है क्‍योंकि यह दो ऐसे 
डिटमिनेंटों का गृुणनफल है जिनमें से प्रत्येक में एक स्तंभ केवल शुन्‍्यों से ही बना 
है। लेकिन यहाँ इसको प्रमेय 7 पर एक अभ्यास के रूप में रखा गया है। 
ख्रब, यदि, 
7 चात--72 और फिर, प्रमेय 5 से , 7 में से (४--8) को अलग कर दिया जाए, 
2552-73 और॥7“ में से (8-9) को अलग कर दिया जाए, 
75 ्रू॑ा३7724 और 7658 मेंसे (१--०) को अलग कर दिया जाए, 
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वो, 0४/७-+) (--)) (४-०) 
“7 ०+? ०-) 0+-3--27 ०+ 3-26| « 


न्‍न | 27%-2५० . -(+7 3-१ 0-7१- 20 
९०-20. १+9-०३ “-#/+७ १-०५ 
(6-०) (6-9) (6-१)* 0 


इसमें, यदि 0((-5०३--००, ०८०55००--०३, 0755७-०३--०६ लेकर (0-०). 
(१-१) और (5-9) खंडों को अ्र॒लग कर दिया जाए तो इसका रूप ऐसा हो 
जाता है :--- 


(8-०) (४-9) (5-१) 2४2 2 2 ०---- 20 
2 2 2 39-+-7-- 26 
2 2 2 १-०७ 
20-0-% 26-“9-/ . 9-7 0 


इस अन्तिम डिटमिनेंट में यदि, 
ई | न्‍्ह7|--72, 727772--73 
लिया जाए तो इसका रूप ऐसा हो जाता है :-- 


0 0 0 ७-१! | + 
0 0 0 8-४8 
2 2 2 १-० 


20-0-) 20-)>% 8-0॥ 0 
इसका प्रसार यदि पहली पंक्ति से किया जाए तो यह शून्य हो जाता है क्योंकि, 
एसा करने पर, तृतीय कोटि का जो डिटमिनेन्ट (७-१) को गृणा करेगा उसमें एक 
पंक्ति में केवल शून्य ही होंगे । 
4. सिद्ध कीजिए, 


0 (०-१. (०-१) | 550०. 
(9-०)? 0 (9-१) 
(१-०) (5१) 0 





5. सिद्ध कीजिए, 


८४ 09 ९? | (८न)+% (0-१ (४-०) (०-9). 
82 32 १: 
8+% १+० ०-+-) 








(सुझाव--' 5-३ -+-73 लीजिए )। 
6. सिद्ध कीजिए, 


परे ऋपधमप+क-लपकअकाकपड ० प-पम ८ १»२८-पप्कस्पपक्स्कम-परमल्क- 


7. सिद्ध कीजिए, 


0 02...32 02.१2 02...6: | ५50, 
2_. 02 0 822. 82_ 82 
११झ/.०2 १२... 0 %१....82 । 
82.७2. 82.82 52.42 0 । 


(सुझाव--प्रमेय 6 का उपयोग कीजिए )। 


8. सिद्ध कीजिए, 
20 ०+3 ०+% ०-+-0०0 | 5-0०. 
3-० 290 3भि+॑॥ 2० 
॥न+० १+ 5 20 ॥+-० 
0+० 6+)9 06+१ 20 


9. सिद्ध कीजिए, 
5 5 ] ।. |*(०-))(०-१)(०-०)(७-१)(--०७४-०). 
0 8] 8 6 
970 १०७ 600. ०१९ 
65 3< ११ 64 
0. सिद्ध कीजिए, 

0 ८४ | 0 8. 5 


० | ++(2--76--००)4, 
“9 0 ९। ८ 
थे 


>+90 “0 0 
“5७0७ +6  *न्ा 0 
(इस डिटमिनेंट का मान सीधे ही ज्ञात किया जा सकता है यदि हम इसको 
8॥ ० ० 0| 


82 722 ०2 0. 
83. 03 ०३ 03 
84 024 ०५ 04 


मान लें। इसका प्रसार £(--) 7 ४9,०१५, होगा। यहाँ |. का मान $ 2.2 
के नियम से ज्ञात किया जाएगा । बहरहाल, ४ के प्रसार में काफी संख्या में 


86र्ज के दो पद 


शून्य वाले पद आ जाएँगे। शन्य से भिन्न मान वाले पद निम्नलिखित होंगे-- 


87 [2,9।०,05 और इसका कारण जिसका चिहन (--7)* होगा] 

७%०2, ०१११ जिनमें से प्रत्येक का चिह न + होगा, 

एक 82740,04 और 

दूसरा 8350०45;, जिनमें से प्रत्येक का चिहन (--) होगा ॥] 


2002 के दो पद, प्रत्येक में + चिह न, तथा ८6४७७ के दो पद, प्रत्येक में -- 


चिह न होगा । 


अत: /7-०-<--0?62--0202-.. 2860-- 2920०0-- 206०0.) 
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347. सिद्ध कीजिए 
यदि (५-० 

। 

| 


(+ 


9 ७ (9 
६9 
८० *+ (9 (5६ 


अफनबपत पक “यनथया पते “थाआण 8. एक क८-ना४-सथट-सक--कप स्काटा--े, 


0 
( 
& 
6 6 | 
तो /. का प्रसार होगा -- 
8282-- 0282-]- (:(2-... 780९6४6(-- 20260 -- 28906, 


82. सिद्ध कीजिए कि, 


| 0 [ .4': 
3 0 2 9४ | का प्रसार ८ +»४-- 22५72. 

| 95 ॥0 <ह* 
: “00: “कक. 

१3. निम्नलिखित डिटमिनेंट को दो खंडों के गुगनफल के रूप में व्यक्त कीजिए-- 

| #-+9 छ ०0 रत | 
| 9 हन-० ०60 8 | 
० 06. 5-+-8& 8 । 
| 0 8 & ह--० 


[ 

[सुझाव--दो एकघाती खंड # +# 8 + ०-- (9-+4) तथा एक द्विधाती 
(१७४०४४४०) खण्ड से कीजिए | ] 

4. यदि 4 कोटि के एक डिटमिनेंट ७से एक नया डिटमिनेंट /&” इस 
प्रकार बनाया जाए कि--- 

० (>5०-न-१००, ०25-००+-७४०७,  0355०३--७००।, ०५५७-८५. 
तो, सिद्ध कीजिए कि-- 

2 सन (-7५30)2/0. 


4. डिटमिनेंटों के लिए संकेतन 
$2. में दिए गए डिटमिनेंट ७, को उसके अग्रग विकर्ण से सूचित 
किया जा सकता है । इसको प्राय: (902०. . .(0,) रूप में लिखा जाता है । 


प्राथमिक नोट में हमने दवि: अनुबंध संकेततन (6009]6 5एमिए़ 7090 ०7 ) 
का उपयोग किया था। इसके द्वारा हम व्यंजक को और शअ्रधिक संक्षिप्त रूप में व्यक्त 
कर सकते हें । उस डिटमिनेंट को, जिसकी 7वीं पंक्ति तथा «वें स्तंभ का 
अवयव »« हो, हम |»9४| से प्रकट कर सकते हें। 


कभी-कभी एक डिटमिनेंट को उसकी पहली पंक्ति से भी सूचित करना पर्याप्त 
होता है। उदाहरणार्थ (20:०3. . .59) को | 280०. . .ह5ैम | से प्रकट किया 
जा सकता है, लेकिन इस संकेतत को समझने में गलती भी हो सकती है। 
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5 डिटमिलेंटों के मानक प्रकार (डशातेआा'एं (9७9९४ 0 श/सलायंग्रक्ाईड) 
5.4. अंतरों का गुणनफल : एकांतरक (8877705 ) 
प्रमेध. 8-.डिटर्मिनेंट 


/ 4 कत्ल | ७ 3 |] 3 ५ 3 6 3 । 
02 32 हा 2... 62 । 
७ 5353 १ &$ | 


3 ]4 ] ] 

गृुणनफल (०---0 ) (७-0) (०७--0)(8--9)(8---5) (१--5) के बराबर होता हें; 
9 कोटि का संगत डिट्सिनेंट, अर्थात्‌ (०6४2, .. 3) डिट्मिनेंट में आए 
हुए ७, 3, ...., £ आदि अक्षरों के अन्तरों के गुगनफल के बराबर होता है । यह 
ध्यान देने योग्य है कि खंडों में वर्णों का ऋम उपयुक्त रहे । इस प्रकार के डिटमिनेंट 
को एकांतरक कहते है । 

/0५ का प्रसार करने पर हम देखते हें कि वह निम्नलिखित की तरह समझ्ाा 
जा सकता है--- 

(9) ०, 3, १, ० चरों में 6 घात के समघाती बहुपद (॥070807०005 
70०५॥४०४४ं॥ ) की तरह, जब गुणांक -- 7 हों; 

(०) ० में श्रधिकतम 3 घात के श्र-समचाती बहुपद (॥07-#070800005 
70०५97४०7४४) की तरह, जब ० के घातों के गुणांक 5, ॥ और ७ के फलन 
(फाठाठ0) हों । 

जब ०७८) हो तो/डिटमिनेंट शून्य हो जाता है क्योंकि तब उसमें दो स्तंभ अभिन्न 
हो जाते हैं । इसका तात्पय यह हुआ, कि ० में जो बहुपद हैँ उस पर यदि शेषफल प्रमेय 
को लागू किया जाए तो, डिटमिनेंट में एक खंड (०--3 ) होगा । इसी प्रकार के तर्को 
से यह कहा जा सकता है कि ०, 3, १, 6 में से किन्‍हीं भी दो का अंतर ७ , का एक खंड 
होता है । श्र्थात्‌ 

८ 45५(०-१)(४७--१)(४-०)(७-४१)(४-०)(४-०). (१0) 

अब, गृणक छ& को ७, 5, %, ० से स्वतंत्र होना चाहिए, क्‍योंकि ७५ एक 

ऐसा समघाती बहुपद है जो ०७, 8, %, ७ में 6 घात का है, अत: कह एक 

संख्यात्मक श्रचर (॥रएग्रात्पंट्0 ०0758800) है । ऊपर (१0) के दाहिने पक्ष 

में छो5% का गुणांक £ है और 6&॥ में वह 4 है। अतः: 6-१ और 
८&47(०-/)(०--१)(०-००)(४-१)४-०)-० 

इस अंतिम गुणनफल को सुगमता के लिए €(०७, 3, %, 5) से प्रकट करते हं। 
॥ अक्षर ०, 3,. .. आदि के अंतरों के इसी प्रकार के गुणनफल को ५ (०, 5. ..., ४) 
से प्रकट करते हें । इस अंतिम गुणनफल में-- ह 

(0-- 3)-+- --- 2)-+- . . . +7 
खंड होते है । डिटमिनेंट (6/ग ठ"77. . .]) का घात भी (॥--)+(9- 2)+ 
, . +] होता है । झ्तः: (५६ में किए गए तक॑ (6 में भी लागू किए जा सकते हे । 
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5.2. चक्रक ([76 लआाटएॉंधिषां) 


पर 
ध्रयेध 9- 
डिटमिनेंट ७८5। 8| 82 83 - + थे। 
क्ष्त्त 8॥ 82 .. -. 9, | "-[098| +-920 
रु | 
व तो, 8 0  -0- <- ये ७ -+*«. «79४७7 


82. 88 284 . - »&। 
यहाँ गुणनफल को व के गे मूलों में उत्तरोत्तर रूप से लिया गया है | ऐसे डिटमिनेंट 
को चक्रक् कहते हें । 

मान लीजिए, ७ निम्नलिखित / संख्याञ्रों में कोई एक संख्या है--- 


2 
60९ 55०05 





नर ाए 
न॑- 7 अं 2 (5--, 2, . . .,7)) 
8] 


/में यदि पहले स्तंभ ०] के स्थान पर एक नया स्तंभ ०, ऐसा रखें कि 
0०55०|-+-०0०2--७2०३+- . - . +0०१7 ०७, 
तो & के मान में कोई अंतर नहीं पड़ता, 


यदि यह ध्यान में रखें कि ७१--] और यदि 8।-+-920-+-. . . +-9,७77/७56 
लिखें तो नए डिटमिनेंट का पहला स्तंभ यों होगा-- 
8]--920--9300“-- . . .+9,/७ ५८-९०, 
8,00० --2900-+-98200<-+- * न9,. [७777 75€0)0., 
90-.9--००७ 7 --900--. . . +9, _ 2007 ५८०२०, 


82007--8300) +7 हक रा >ि 8,007“ -[- 8 60)77४ व या 0, 
भ्रत:, नए डिटमिनेंट के पहले स्तंभ का एक खंड 055०॥--8५७०-- . . . “900०” होगा । 
प्रमेथय 5 के कारण, यह /५ का भी एक खंड है। यह तक (0७-७७८ (5-१, 2,.. .,) 
के लिए लागू होता है जिसके परिणामस्वरूप, 


(5 5 बल (8] न 85 ७00-- « «« 3.७5 * ( !) 


इसके अतिरिक्त, ४ इन चरों से स्वतंत्र होना चाहिए, क्‍योंकि & और +# दोनों 
8॥, 32,. व चरों में ॥ घात के समघाती हैं, और इसलिए, वह एक 
संज्यात्मक अचर होगा, () के दोनों पक्षों में ४! के गणांकों की तलना करने पर 
हम देखते हैँ कि €-।] है । हु 
6. विषम और सम ऋतचय ((000 ज्रात छा एशरारा0ा5) 

6.. 7, &,.. .9 0 आदि 7 संख्याओं को ., 2, ..., ॥ का एक क्रमचय कहते 
हैँ यदि वे संख्याएँ , 2, . . ., 7 को ही किसी क्रम में रखने से बनी हों। 7,5,. ...0 क्रम 
को १, 2, ..,7 क्रमसे ही युग्मों (95) के उपयुक्त विनिमयों से प्राप्त किया जा 


48, 


सकता है ; लेकिन एक प्रकार के क्रम को किसी और क्रम में लाने के लिए जो वितिमय 
किए जाते है वे अद्वितीय नहीं होते । दूसरे शब्दों में एक क्रम, श्रनेक भिन्न-भिन्न विनिमयों 
से दूसरे क्रम में लाया जा सकता है; उदाहरणार्थ, 43265 को, 23456 में 
निम्नलिखित विनिमयों के दवारा बदला जा सकता है। 


( 4 3265 ) | 32645 ) ([ 23645 ) ( 234 6 8) 

832645/, ५23645/, ]23465/, ५]23456/, 
इसमें पहले हम ] को प्रथम स्थान में रखते हैं, फिर 2 को द्वितीय स्थान में रखते है, और 
इसी प्रकार के उत्तरोत्तर विनिमयों के पश्चात वांछित परिणाम प्राप्त कर लेते हैं । 
लेकिन, इसी वांछित परिणाम को ऐसे भी प्राप्त कर सकते हे कि पहले 6 को छठे स्थान में 
रखें, फिर 5 को पाँचवें स्थान में, 4 को चौथे स्थान में, आदि, झ्रादि; या यह भी हो सकता 


है कि हम केवल आसच्न विनिमयों को ही काम में लाएं और 7 को प्रथम स्थान में लाने 
के लिए इस प्रकार आरंभ करें :-- 


मा, 5 4 3277655 

4 32776585/, 4 3]265/, 

वास्तव में, जैसा पाठक स्वयं भी देखेगा, विनिमयों के वे समुच्चय ($868 छः शरॉशि- 
०7०४78०5) , जो _ 43265 को 23456 में ले आते हैं ग्रनेक प्रकार के होते हें । 


अरब, मान लीजिए 7, $, ..., 9 को , 2, ...,7 में किसी विशेष तरीके से 
लाने के लिए [7 विनिमय आवश्यक होते हें । तो, डिटमिनेट की परिभाषा में दिए गए 
तीसरे प्रतिबंध (देखिए, $2. ) के कारण, /0,55(७। 22. --५५) के प्रसार में पद 
8.४ -.. 0 का चिह न (-)'* होगा । लेकिन, जैसा हम सिद्ध कर चुके हैं, प्रतिबंध 7, [/ 
और ॥ से, ७. की परिभाषा अद्वितीय होनी चाहिए। इसका तात्पय यह हुआ कि 
किसी भी पद में लगने वाले चिह न का निर्धारण अद्वितीय रूप से होना चाहिए। इसका 
भ्र्थ यह हुआ कि ।, 5,. ..,0 को , 2... 9, में विनिमयों के चाहे किसी भी समुच्चय 
से बदला जाए (-)* का चिह न वही होगा ! अञ्रतः हम कह सकते हैं कि 7, 8, * **, 0 
को |, 2,..., ॥ में लाने के लिए यदि एक तरीके से विषम (अथवा सम ) संख्या में 
विनिमयों को आवश्यकता होती है तों किसी और तरीके में भी विषम (अ्रथवा सम ) 
संख्या में विनिमय आवश्यक होंगे । 


तदनुसार, प्रत्येक क्रचय उसके इस विशेष गुण के अनुसार सम अथवा विषम के 
नाम से प्रकट किया जा सकता है । यदि उसको !, 2, .. ., 7 के मानकेक्रम में लाने के लिए 
सम संख्या में विनिमयों की ग्रावश्यकता होती है तो उसे सम क्रमचय कहा जाएगा । इसके 
विपरीत, यदि मानक क्रम में लाने के लिए उसम विषम संख्या में विनिमय आवश्यक होते 


हैं तो उसे विषम क्रमचय कहा जाएगा । 
४४6८प्आा00०/63-..3 
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6.2. डिटमिनेंट का हवाला दिए बिना भी यह सिद्ध किया जा सकता है कि 
$, $,. .., 0 को ,2,.. ., ? में लाने के लिए एक विशेष तरीके से यदि विषम (अझ्रथवा 
सम ) संख्या में विनिमय आवश्यक होते हें तो किसी और तरीके से भी ऐसा करने के 
लिए विषम (अथवा सम ) संख्या में ही विनिमय आवश्यक होंगे । ऐसा होने पर, यह 
उचित और तकंसंगत होगा कि हम /४,55(9। 52. .. ९,) की परिभाषा £--७, 5५. . - ९७ 
से दें जिसमें किसी पद के चिह न का धन अथवा ऋण होना इस बात पर निर्भेर होगा 
कि उसके अनुबंध (5एी%) , 2,.. . , 7 के समक्रमचय में हें श्रथवा विषम क्रमचय 
में । डिटमिनेंटों की परिभाषा देने का यह भी एक आम तरीका है । 

7, अवकलतन (ंतशशिशाएशाणा) 

यदि किसी डिटमिनेंट के भ्रवयव किसी चर > के फलन हों, तो उसका श्रवकल 
गुणांक (करशिकाएं ०००ीटंथआा) निम्नलिखित रीति से प्राप्त कया जा 
सकता है --- 





यदि /, डिटमिनेंट | 99, . . ६, 
५ | 
406. +, 0] 
को प्रकट करता है और यदि इसके अवयव # के फलन हैं तो, की उन ॥ डिटमिनेंटों का 
है, 


योग होगा जो ७ की एक पंक्ति (अ्रथवा स्तंभ) के अवयवों को भ्रवकलित करने से 
श्राते हैं । शेष 7-व पंक्तियों (अ्रथवा स्तंभों) के अवयवों में कोई परिवर्तन नहीं किया 
जाता । 




















उदाहरणार्थ, 
6 | हुअ2 5४ । 
05% | 53 हइड2 | 
ऋ4 ४3 ४2 
सन 25 | 0 + | हट 5 | |ऋ2 & ] 
ज3 हऋू2 3४० 2४ | | + 3 32 | 
हु4 ४3 ४2 | ४4 ४3 52 | | 453 3४2 25% 





इस नियम को प्रमेय की सहायता से सिद्ध किया जा सकता है; क्योंकि 
/ 75०(- 97' 9, 95,. . .. !५ 
किसी गुणनफल को अवकलित करने के साधारण नियमों को यदि ऊपर /५ पर लागू करें 
तो-- 
६6 ल 





, »»6५09-०. ४४ 8 


9 
+«- -+2,0,. . . नि | 





0 /५ [ 0५ 
कर ता०9०१-छऋ 0 
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क्योंकि, उदाहरणार्थ, यह भी स्पष्ट है कि-- 





*(-- हे तक 55. . ह की 484 4 0 898, । 
ध्ड । 67% 65% | 

/ छ| , 

| | 

। 5 0 आए । 


6 टमिनेंटों कि जा से ि 
अत :, वर उन ॥ डिटमिनेंटों का योग होगा जिनमें से प्रत्येक की एक पंक्ति में & की 
है 


एक पंक्ति के अवकल गृणांक होते हैं और शेष 7--! पंक्तियों में 2५ वाली ही संगत 
पंक्तियाँ होती हैं । 


प्रश्नावली दो 
!. सिद्ध कीजिए- 
। 95% 0“+% | हू | ] ७ 6४ |  ++--((०,),१) 
| | १#ए ॥%+०? | है 
[4 ७-0 ०2-३2 । [9 





(सुझाव--०२७०००--७।०।, 6 ३5-०३--४०० लीजिए ; जहाँ ७,55० + 9--%.] 


2. सिद्ध कीजिए-.- 


| [ 0 39 | 
! 935 १० न -£(०, 3. १). 
] % ०३ | 


3. सिद्ध कीजिए-.. 
! ऊैन॥। (8+%* | 55 ५(०, 3. १). 
॥ १+० (++०)ः । 
| 7 ८+% (०+9) | 
4. सिद्ध कीजिए कि चतुर्थ कोटि का वह प्रत्येक डिट्सिनेंट, जिसको पहली 
पंक्तियाँ क्रश () ॥, 8-+-%+5, ०2, ७१ और (0) ॥, ५, 8:--%२--७2, 8%० 
हैं, +५(०, 3, ॥, 5) के बराबर होता है। 


उन अन्य डिटमिनेंटों को भी लिखिए जो --८ (७, 3, %, 3) के बरावर होते हूँ । 


220) 


5. सिद्ध कीजिए-- 
8॥ 8.५ 53 * * * 8, न्तव[(9॥ - 9200 -- * * न॑-9,07), 
“9.. 9 | 85 क्र कर के का 


“59...] “० के | | * वा 2 


“जा ह% “24 “84 कर क क 84 
बहाँ ७ यथाक्रम -- के 9 मूलों को प्रकट करता है । 


[टिप्पणी---ऊपर दिए गए चक्रक को विषम! चक्रक (5६6 लाएपाशा) 
कहते हें । प्रमेय में दिए गए चक्रक से इसकी तुलना करके अंतर ज्ञात कीजिए] 


की 


मिद्ध कीजिए कि 2 कोटि का ऐसा चक्रक जिसकी प्रथम पंक्तियों है-- 
दै 3 । । 845 कक छ 920 


नम 


6 


) कोटि के चक्रक (जिसकी प्रथम पंक्ति 3-9. ,।, 32-/9॥+$9 - - - आदि 
है ।) तथा ॥ कोटि के विषम चक्रक (जिसकी प्रथम पंक्ति 8[--9,, +. 82-:8,, + 2- - - 
आदि हैं ।) के गुणनफल के वराबर होता है । 


7. सिद्ध कीजिए कि चतुर्थ कोटि का वह चक्रक जिसकी प्रथम पंक्ति ७, ४8», 
54 हैं, ( (8] 793) -(82-+:94) ।(9]--83)7--(82--84)* )- के बराबर 
होता है । 








8. यदि, 00)2:-5(४--०,):--३०) . . .(-#फ), तो सिद्ध कीजिए-- 
7] ). नि 7 | । 
& स् के ः न बा मम] 
(२(७) 7-2 हे है ह । 
82 है." हे 7 * की कु का ही 
| (४-98|)7 मु (कक) | 5 | २ > ध्ा 





9. अ्रइन 8 में 55४ रखकर ४५ के घातों में प्रसार कीजिए और सिद्ध कीजिए 
कि करती, जो 38॥, ०७,» के 9 घात में समघाती गृणनफलों (#070- 
8०76005 .7006प0७&) के योग को प्रकट करता है, निम्नलिखित के बराबर 
होता है-- 





। के ह.॥ क्र क् 
[ पु न्द्ा। 7 ही अं । 
| 9 ] डे क्र के 8. छ ] क्र त्् न 4... 
| रा 7-2 7-2 ॥ 
व 8 2 
गत + | «] न * ऐ+ 9७] ह-] ४ > 
4 ॥( 4, दे ! ह * क््त 


किक, 


0. सिद्ध कीजिए-- 

॥ .4 474 /("-(9--१)/७४-००(८०-०)(०+-ह+१) 

| ५ 90 ४१४ 

| लि 
[सुझाव :--पहले तोन खंड प्रमेय 8 की सहायता से प्राप्त हो सकते हे । ०, 3, १ में 
डिटमिनेंट का घात चार है; अ्रत: बचा हुआ खंड ७, 3, १ में एकघाती होना चाहिए और 
उसमें किन्‍्हीं दो श्रक्षरों के विनिमय से कोई अंतर नहीं पड़ता चाहिए, क्‍योंकि डिटर्मिनेंट 
में और पहले तीन खंडों के गुणनफल में, इस प्रकार के किसी भी विनिमय से चिह॒ न 
परिवर्तन हो जाता है । 

एकांतरक (थ्ाशाशया) ((७, 3, १, 6) में 6 के गुणांक को ध्यान में रखकर 

भी प्रदन को सिद्ध किया जा सकता है। ] 


4. सिद्ध कीजिए -- 
[4 4. 4 _#(00-१७४-००(८--शिन१०+ण/). 





82. दसवें और ग्यारहवें प्रश्नों के निष्कर्षोंका अधिक कोटि के डिटमिनेटों में 
भी विस्तार कीजिए । 


अध्याय 2 


डिटमिनेंट के उपसारणिक (शश्लाण5) 


3. प्रथम उपसारणिक (सा प्रशंगण ७) 


. 4. ॥ कोटि के डिटमिनेंट 6, 5 ! 8। ४; ६ , 
॥' 

| के .] $ + ५८ | 

[ 

(गया जि - 5 | 


में किसी अवयव ४, को लीजिए। »- जिस पंक्ति और जिस स्तंभ में है उन दोनों 
को निकाल देने पर ॥--] कोटि का जो डिटमिनेंट बचता है उसे » का उपसारणिक 
कहते हैं । अन्य अक्षरों के लिए भी इसी प्रकार उपसारणिक ज्ञात किए जा सकते हैं । 
इनको प्रथम उपसारणिक कहा जाता है । 


किनन्‍्ही दो अनुबंध 7 और $ वाली दो पंक्तियों को तथा & और & 
अक्षरों के दोनों स्तंभों को निकाल देने पर 7-2 कोटि का जो डिटमिनेंट 
बचेगा उसे दुवितीय उपसारणिक कहते हैं । तृतीय, चतुर्थ, . . श्रादि उपसारणिकों को भी 
ऐसे ही समझना चाहिए । प्रथम उपसारणिकों को हम ०७, ५, . . . से प्रकट करेंगे । 

207 का किसी भी स्तंभ अथवा पंक्ति से प्रसार किया जा सकता है, (देखिए 
पहला अ्रव्याय, 63. व); उदाहरणार्थ, प्रथम स्तंभ से प्रसार करने पर, 


८५ 79]0[--8202-- . . . + ( “)7_ | प्या, ( ई ) 
ओर, यदि द्वितीय पंक्ति से प्रसार किया जाए, तो -- 
/ 75 8252 -+-07223.- ५०% ७ गा ( ध्ः ) 7८० न ( १/ ) 


.2. ऊपर दी हुई संकेत पद्धति में चिह नों के विषय में अधिक ध्यान की आवश्यकता 
होती हैं । सुविधा के लिए यह उचित होगा कि अब सहखण्डों ((०-४००४७ ) से हम 
परिचय प्राप्त करलें जिनकी परिभाषा निम्नलिखित तरीके से प्रायः दी जाती है । 

सहखण्ड वे संख्याएँ 00, $9,,. . ... 7 (॥55, 2,...,॥) होती हैं कि 

09 की यदि उसके विभिन्न स्तंभों से प्रसार किया जाए तो --- 
८779॥0--920५-+- , . .+28/9/५० 
नन्‍्3--928,-- , . . +#४रफि 


न्त्| 6 [-४.६९,-- ५22६ +£5... 
30 
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और यदि 6, का प्रसार उसकी विभिन्‍न पंक्तियों से किया जाए तो, 
/307794 4. न0]3 + ढ #..& न6&, 


च्न्क्षारज जिओ न, - न आर 
परिभाषा से यह स्पष्ट हो जाता है कि ०,, 9.,. . .भादि में ही उपयक्त चिह न 
लगा देने से 8, $,,. . . .आादि प्राप्त हो सकते हैं। 
. 3. किसी भी विशेष उपसारणिक के चिहून का पता आसानी से लगाया जा 
सकता है। उदाहरणार्थे, यह मालूम करने के लिए कि 0० का मान +% है या --१2, 
हम यह देखते हैं कि यदि हम (७, में पहली दो पंक्तियों का विनिमय कर दें तो, 


८५7] सर हु । 49 5, न नि ५ 
[ 9 - - <&€&| 
84 54 हे ५ हर ! 
! 8, 0, हा | 


क्‍त-74202--2202--०20/2+ - - -, 
जबकि सहखंडों की परिभाषा के अनुसार --- 

७7322 2-+70232-7002+ - - -; 
फलस्वरूप, 

(275--१2. 

पुनरच; मान लीजिए हमें यह ज्ञात करना है कि 00; का मान +०%$ है;.या --०3, हम 
देखते हैं कि /७.,, में यदि हम तीसरी पंक्ति को पहली पंक्ति बना दें (प्रमेय 3 का उप- 
प्रमेय देखिए) तो ७,, के मान में कोई अंतर नहीं पड़ता । और इस प्रकार बने हुए 
डिटमिनेंट का यदि पहली पंक्ति से प्रसार करें तो, 

८५0 779303-- 2333 -70303-70363- - « -$ 
परंतु, 0५.5७७3--0333--०0509-+-0303-+ . . ., 
भ्रत:, 70,5--5--०04 

. 4. प्रथम अध्याय ($4) में हमने द्वि: अनुबंध संकेतन (607४6 $णएीी5५ 

70 4707) के बारे में बताया था । यदि हम उसका प्रयोग यहाँ करें तो $. 3 की 
रीति से हम देखते हैं कि | »४ | में 9.६ का सहखंड ४५६, 5 के उपसारणिक का 
(--) 7” गुना होता है। अर्थात्‌, 4.६ उस डिटमिनेंट का (--)'”* गुना होता 
है जो 7-वीं पंक्ति और $-वें स्तंभ को निकाल देने पर बचता है । 


2. हमने 6 में देखा है कि 0.55 (9॥72. . » ५५) होने पर, 
/ ०-9 5.+  . - . +५. 49. (3) 
यदि हम /,,. की 7-वीं पंक्ति, यानी, & ०. -.- ५ के स्थान पर 3६ ४४. . .८८ 
रख दें, जहाँ &$ और ॥7 भिन्न हैं, और $ स्वयं , 2,. ..,॥ आदि 
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संख्यात्रों में से ही एक है, तो डिटमिनेंट में 8७ ४०४---४८ की ही 
दो पंक्तियाँ हो जाती हैं। अर्थात्‌, डिटमिनेंट बून्य के बराबर हो जाता है। लेकिन 
8, 8,,.. ६, में /., की ।-वीं पंकित के ऐसे परिवर्तत से कोई अंतर नहीं पडता । 
इसलिए, नए डिटमिनेंट के होते पर, (3) का रूप ऐसा हो जाता है -- 
0ल्‍58.0५- 7: 3,.-+- - - - 7३5... (4) 

स्तंभों के लिए भी इसी तरीके से, इसी प्रकार का निष्कर्ष और परिणाम 
प्राप्त किया जा सकता है। उन निष्कर्षो को हम संक्षेप में यों कह सकते हैं । 

किसी पंक्ति (या स्वंस्) के अवयबों का अपने-अउने सहखण्डों से गुणनफलों का 
योग / होता है । 

किसी पंक्ति के अवयवों का किसी दूसरी पंक्षित के संगत सहखण्डों से गुणनफलों 
का योग शान्‍्य होता है । 

किसी स्तंभ के अवयवों का किसी दूसरे स्तंभ के संगत सहखण्डों से गुणनफलों 
का योग शन्य होता है । 
उपर्युक्त तथ्यों को हम प्रमेय के रूप में भी कह सकते है । 


प्रमेघ 0--डिटसिनेंट /५ 55 (४।52. . .:, ) का किसो भी पंक्ति अथवा स्तंभ 
से प्रसार किया जा सकता है : थे प्रसार निम्नलिखित रूपों में से किसी प्रकार के 
हो सकते हैं :-- 
/ तत्व जिओ, . -+रपट (5) 
७ सह 4 न 2 न . - - नौत का, (6) 
यहाँ 7 (का साव) , 2,.. . .,0 आदि संख्याओं में से कोई एक है तथा + 
इसी प्रकार ४, 0,. . . ..!: आदि अक्षरों में से कोई एक है । इसके अतिरिक्त--- 
055०६ ४आऔि+- . - + फॉर, (7) 
03592 4-+9५४५+ . . .+9५,2५,, (8) 


यहाँ 7 और $ दो भिन्न संख्याएँ हैं जो 3, 2, ... . ४ में से ली गई है तथा ४ और 
9 दो भिन्न अक्षर हें जो 3, 9, ..., ४ में से लिए गए हें । 


के 


3. $$ 4-6 की प्रस्तावनता 

अब हम कुछ ऐसी समस्याओरों का अध्ययन करेंगे जिनके लिए मैट्रिक्स के 
क्रम (पक्षाहँ |। & ग्राधाएंऋ) में निहित गृढ़ अर्थों का समझना आवश्यक हो जाता 
है । इस विषय की विस्तृत चर्चा सातवें अ्रध्याय में की जाएगी, लेकिन इन समस्याओ्रों 
के बुनियादी पहलू भी पर्याप्त महत्त्व के होते हैं और 88 4-6 में हम इन्हीं की ओर 
ध्यान देंगे । 


हक, 


4. अ-समघाती एकघात समीकरणों का साधन--(706 इणेग्राणा रण 
प्रणा-णा0 एशाणाड गराश्य्रा' ९(४80॥5) 


4. १. 
95--97।५-+-०|25-0 और 
82%--92५9--०.25-0 समीकरणों को 

४, 9, 2 में समघाती एकघात समीकरण कहते है ! 
85--9|५5---८| श्रोर 
82४--92५95०--०५ को 

४, 9 में अ-समघाती एकघात समीकरण कहते हैं । 

4.2. यदि 5, 9, ..., ६ के ऐसे मान होने संभव हों कि 7॥ समीकरण 

शान फआनी - -+फॉल्ली: ([ 755], 2, ...। 7 ) 


सब के सब ही उन मानों से संतुप्ट हो जाएँ तो उपर्युक्त समीकरणों को अऋषिरोधी 
(००7्रशंशथा। ) कहते हैं । यदि 5, 9, ... के इस प्रकार के मान संभव न हों 
तो समीकरणों को विरोधी (#रा८ठग४ं8०म्रा ) कहते हैं । उदाहरणार्थ, £+9#5८52, 
४--५८८0, 3५४-- 2४557 अविरोधी है क्‍योंकि £"5] और 9७८८]। होने पर तीनों 
समीकरण संतुष्ट हो जाते है । दूसरी ओर, ५४-+४5८-2, #--५5८-0, 3७४- 2955 6 
विरोधी हैं, क्योंकि 5, » के ऐसे मान संभव नहीं है जिनसे तीनों समीकरण संत्तुष्ट 
हो जाएं । 

4.3. 5, ए, .. ., आदि ॥ चरों में निम्नलिखित ॥ अ्र-समघाती एकघात 
समीकरणों पर विचार कीजिए -- 

बहने एन. . . नीपिन्तोी। (7557, 2, .. .)7). (9 

मान लीजिए, 0८ (972 ... छ) है और #ै४., 5: , ..- आदि (७ 
8., 2७- -- आदि के सहखण्ड हें । 


हि है; +ि्बन्‍मन्‍नी 


प्रमेय 70 से हम जानते है कि ५४,७,८८/४५, 5७..6/570. ..ढ,, इसलिए, 

(9) के प्रत्येक समीकरण को उसके संगत ४, से गुणा करके जोड़ने पर 
ना 0,9-+- . . .+ 0.65] /|-+- . - . +/7; 
अर्थात्‌, # ३ (70:635%5 5 | ५ (0) 
जो / में ही ४ के स्थान पर | लिख देने से आता है। 
इसी प्रकार, (9) के प्रत्येक समीकरण को उसके संगत 9 से गृूणा करके जोड़ने 
पर 
&५०-3]+- . . - *किशितत्त (94203 . - |) (१) 

इत्यादि इत्यादि । 

जब ७ # 0 हो तो (9) के समीकरणों का साधन अद्वितीय होता है 
जो (0), (7) और इन्ही के अनुरूप अन्य व्यंजकों से प्राप्त होता है । 
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शब्दों में इस साधन को यदि व्यक्त किया जाए तो वह इस श्रकार होगा ।--- 

८५ .$ उस डिटिनेंट के बराबर होता हे जो /५ में ही 9 के स्थान पर । रख 
देने मे आता है; 

6 .9 उस डिट मनेंट के बराबर होता है जो ८ में ही के स्थान पर | रख 
देने से आता है ; इत्यादि इत्यादि ॥| 

जब /४--० तो (9) के अ-समघाती समीकरण विरोधी हो जाते हैं जब तक 
कि (0), (१) तथा इन्ही के अनुरूप अन्य व्यंजकों में दाहिनी तरफ का प्रत्यंक 
डिटर्मिनेंट शून्य न हो जाए । 

जब ऐसे सारे डिटमियेंट शून्य हों तो (9) के समीकरण विरोधी भी हो सकते 
है और अविरोधी भी : इसकी चर्चा हम वाद में करेंगे । 


5. समधाती एकधात समीकरणों का साधन (7798 इणेक्रॉणक रण 8070- 
8072085 पत९क्षा' ९धृष्तआव0725) 


प्रमेथ ]--एक आवश्यक और पर्याप्त प्रतिबंध [7०06$889 270 80 
००॥०४०॥] यह हैं कि 5, ५, .. ., ६ श्रादि ॥ चरों को ऐसे मात, जो सभी शून्य न॑ 
हों, इस प्रकार दिए जा सकें कि 9 समधाती समीकरण 

7-७ .५४+ . - - +फाच0 (775, 2, . . .,०) (2) 


सब एक साथ ही संतुष्ट हो जाएँ-- 
(8।02 . . :॥) *50 होगी। 
5.4. आवश्यक क्‍यों है ? 
मान लीजिए, (2) के समीकरण 5, 9,. . ४ के उन मानों से 

संतुष्ट होते हे जो सब एक साथ ही शून्य नहीं हैं । यह भी मान लीजिए 
कि / 5४७ 0. .- ५) है और 0 में ७, ५ --- आदि के सहखंड 
6&.-, 390, . . - आदि हैं। (2) के प्रत्येक समीकरण को उसके संगत », से गुणा 
करके जोड़ दीजिए, परिणामस्वरूप, जैसा 84.3 में हुआ है, (५४४०-0०. इसी प्रकार, 
/ ५०50, (250, , . . ,४--0. लेकिन हमारी परिकल्पना के अनुसार, 5, 9, . ., / 
में से कम-से-कम एक शून्य नहीं है या दूसरे शब्दों में सभी शून्य नहीं हैं। इसलिए 
८ ही शून्य होगा। 


5.2. पर्याप्त क्‍यों है ? 

मान लीजिए, ९5७०. 

[इस निष्कर्ष के भिन्‍न-भिन्‍न रूपों से और उनके तरीकों से पाठक परिचित हो चुके 
होंगे यद्यपि रूपों की यह विभिन्‍नता स्वयं में महत्त्वपूर्ण नहीं होती । 
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5.2.. इसके अतिरिक्त, अब सबसे पहले यह मान लीजिए कि ४, 50 है। 
फिर, (2) में से 77+ वाले समीकरण को छोड़कर शेष 7--। समीकरणों को 
देखिए, 

छा +फदर्न. . .नीपफपिक्‍स-थ्फ (7552, 3... , ., 7), (3) 
यहाँ बाएँ तरफ के गुणांकों का डिटमिनेंट &। है। अब, / के स्थान पर | रखकर और 
फिर बिल्कूल 84.3 के तरीके से-- 

ह५ल्‍+--([ 8203 . . . पा )2553|४, 
0[2स5-+[0५830, . . . ५ ४-८ ४; आदि-आादि 


असकानय 


र्माः 


इसलिए, माना का निम्नलिखित समुच्चय (४८६ ० ५०७८७) , 
#>२&6, #ल्‍च्काटु, 2-५७] 5५%. . -+ 
जहाँ, &>€ 0, एक ऐसा समुच्चय है जब सारे ही मान शून्य नहीं है, (क्योंकि »। ६ -<0,) 
शौर वह (3) के समीकरणों को संतुष्ट करता है। लेकिन, 
ले 3] 2] 8।-+- ०० «न ८ न0, 
और, इसलिए मानों का यह समुच्चय ऊपर छोड़े हुए उस समीकरण को भी संतुष्ट करता 
है जो ॥55] होने से आता। इससे यह सिद्ध हो जाता है कि हमारे निष्कर्ष 
के सही होने के लिए ७5-5० का होना एक पर्याप्त प्रतिबंध है बचतें 8&,>< 0 हो । 


यदि ४,55० हो और मान लीजिए, कोई और प्रथम उपसारणिक (५ शून्य 
नहीं है। तव & और ८ अक्षरों के, & और 2 अक्षरों के, तथा ॥ और 5 अनुबंधों 
के विनिमय से (2) के समीकरणों के संकेतन (700800॥) कुछ-कुछ बदल 
जाते हैं और इस नए संकेतन में, »।, जो पुराने संकेतन में ८५ है, शून्य नही होता । 
इससे तात्पर्य निकलता है कि यदि ७5७० है और यदि /, का कोई प्रथम उपसारणिक 
जन्य नहीं है तो ४, ५, . ., ६ के ऐसे मान संभव हैं जो सब जान्य नहीं हें और जिनसे 
(2) के सब समीकरण संतुष्ट हो जाते है । 


5.2.2. अब, मान लीजिए, ७८०० है और ७ का प्रत्येक प्रथम उपसारणिक 
भी शल्य है; अथवा इस कथन की व्यापक स्थिति पर विचार कीजिए, मान लीजिए, २ से 
ग्रधिक पंक्तियों तथा स्तंभों वाले सारे उपसारणिक शब्य हो जाते हैं, लेकिन है पंवितयों 
ग्रोर स्तंभों का कम-से-क्म एक उपसारणिक ऐसा है जो शनन्‍्य नहीं होता । 
अक्षरों और अनुबंधों के विनिमय से संकेतन को इस प्रकार बदलिए कि ४ पंक्तियों 
का छन्य न होने वाला उपसारणिक, डिटमिनेंट (9॥02: 5 *.४+।) में »। का प्रथम 
उपसारणिक बन जाए । यहाँ 6८ वर्णमाला का (२--।) वाँ अक्षर है। 


(]2) के स्थान पर निम्नलिखित २--] समीकरणों पर विचार कीजिए, 
+-शशन-- - - नाकरचत 0 (55, 2, . . -,रि+) (2“) 
यहाँ >ै समुच्चय 5,७, . ... के (९--)वें चर को प्रकट करता है। 
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अब, परिकल्पना के अनुसार, /७५(55(8।02 - - -०९५) 750 लेकिन हमारी ही परि- 
कल्पना के अनुसार /' में 6 का उपसारणिक शून्य नहीं होगा। अतः, $5.2 से, 
(2) के समीकरण तब संतुष्ट होंगे, जब 


हज, 9च्चठ] ,...-, 2ैन्नए। (4) 
यहाँ ७, 8, ,... थझादि 6४ में ॥॥ + 9..- आदि के उपसारणिक हे। 
और, &|550 और भी, यदि --<7<€7, है तो, 

आर -न073 4 - - - - +0मी] 


कि, 


वह डिटमिनेंट है जो ७ में 8, 0), - -- के स्थान पर ७5 >5;--- रख देने से 

आता है और 7१--। कोटि का यह डिटमिनेंट (2) के समीकरणों के गुणांकों 

से बनता है; अतएव हमारी परिकल्पना से, इसका मान बून्य होगा। इसलिए, 

(44) के मात न केवल (2') को, वल्कि निम्नलिखित को भी, संतुप्ट करते हे । 
3-+ 99 -- - - - ++०)5०0  (र+<7<€॥) 


७ 


ग्रतएव, (2) के॥ समीकरण तब संतुष्ट होंगे जब हम ५, 9, - - - , » को (4) 
और इनके अलावा (2) के अन्य चरों को शून्य मान दे दें। इसके साथ ही, ( ? 4 
का मान शून्य नहीं है। 


क॑ मान 
)मेंऊ 


6. शन्य डिट्मिनेंट के उपसारणिक (फ्6 फरांग्रएड ० 8 207०० हललााहांएद्धा। ) 
प्रमेथ. 2--यदि &--0, 


3858 है शत ० क | 
हर ४ 0 आ 07 
यदि ७-50 हे और यदि, 6 का कोई प्रथम उपसारणिक शब्य नही हे तो +-थीं पंक्ति 
(या स्तंभ) के सहर्ंड $-त्री पंक्ति (या स्तंभ) के सहखंडों के समानुपाती 
(एणाणंणाओं) होंगे, अर्थात, 


5 अज। 2 हे 
5. फ | 
निम्नलिखित ॥ समीकरणों को देखिए-- 
धरऊ-+-0.५-+- - - -+६/ 50 (755|, 2, . - ,॥). (5) 
ये |, ४5८४8], - - -, रॉ; से संतुष्ट होते है; क्‍योंकि, प्रमेय 0 शे, 
842/0-2]93]-- - - - +7[€ | --/७--0, हु 


टै[ग53--* 5» + 76७०0 (552, 3,. . .,7). 
अब यह मान लीजिए कि $ संख्या 2, 3,. - -7, आदि संख्याओं में से एक है और फिर 
7-7 निम्नलिखित समीकरणों को देखिए, 


9.0+ण-टन॑- + + » नी(7/5४--०७ (7 5£9). 
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ग्रौर $4.3 के तरीके को अपनाकर हम ४ के स्थान पर डिटमिनेट ४६ को रखकर 
देखते हैं कि-- 

(0,02 € जो (कि) 9 “(402 « « - (0)%5, 

(0[02- - "एप )257-(02243 - - -0)5, 
प्रादि-आदि; इसमें अनुवंध $ कही पर भी नहीं होता । दूसरे शब्दों में, 

639 >तछिकऋ,. 2525-0५, ---- आदि। ये समीकरण तब सही और ठीक 
होंगे जब कभी भी », ५,. . ., ६ आदि (5) के समीकरणों को संतृष्ट करेंगे और 
इसलिए ये तब भी ठीक होंगे जब 

हजतट0ै।, ४च॑छ,, ---, ल्चॉ,.. 
ग्रतएव, /59[556]9६,  2.05००।९., -.:- - (6) 
उपपत्ति का यही तरीका तब भी अपनाया जा सकता है जब हम 

अन्त, चने, ---, ६नचर्ट,, 

(7 "#) को (5) का साधन मान कर चलें। इस प्रकार प्रमेय का व्यापक रूप सिद्ध हो 
जाता है। 

यदि कोई भी प्रथम उपसारणिक शून्य नहीं है तो हम 6, 5,5-9. $े, को ४. ४. 
से भाग दे सकते हैं, ओर यही अन्य ऐसे समीकरणों के साथ भी करें तो 


जज. 3 ९. 
__.... 7... « *««»क्‍ता--% (7) 
0५. 89 हट 
पंक्तियों के बजाय स्तंभों पर यही क्रिया की जाए तो-- 
43] लक 29 __ ही 


के ग 


8| 9. ह9॥ 
श्रन्य स्तंभों के लिए भी यही क्रिया दुृहराई जा सकती है । 


प्रदनावली तीन 


3. &5-+-79--०2--67॥--०' (४--0.,2,3), 
समीकरणों को हल करके सिद्ध कीजिए कि 
पा न 
टू. ७-०) छ-० ७-०) 
७ के विभिन्‍न घथातों के गणांकों को ध्यान में रखकर 3, 9, ०, 4 में 
सर्वसमिकाएँ (07008) प्रात्त कीजिए । 
2». “याद ् 


07 (755७, ,2,3.,): 


8702 
57 
| 8 ० 
हो और यदि 5, 5, ९: क्रमण: / में 8, ,, ० के सहखण्ड हों तो सिद्ध कीजिए कि 
8002--2076--97:--- 20200 ९--2[४(--०(<-- (७, 
[सुझाव---8९7-+-7--8(९5-0, इत्यादि का उपयोग कीजिए] 
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3. प्रइव 2 में दिया गया डिटमिनेंट यदि शून्य के बराबर हो तो सिद्ध कीजिए कि-- 
80--72, 6-५9, ..., और फलस्वरूप, जब ८८७£७० हो तो, 


] 
१(45४2--2॥४9--0ए2--28४--29-- ०) --(8४ +-॥9--8) -+- हा 2 


यह भी सिद्ध कीजिए कि यदि 8, . ., वास्तविक संख्याएं हों और ६८ ऋण 
(7०2»7४०) हों तो & और ४8 भी बसे ही होंगे । 
[&--००--,7?-- €।-- इत्यादि] 
4. सिद्ध कीजिए कि वे तीन रेखाएँ जिनके कार्तीय समीकरण ((श्ा6४ंधा) 
20ए08075) 


95+9/9-"५० 50 (55), 2, 3) 
हों, मंगामी (००॥८पातथआ.) या समांतर (9थश०) होंगी यदि (8, 02 ०)०० हो । 


[सुझाव---समीकरणों को समघाती बना लीजिए और प्रमेय 4 फक्वा उपयोग 
कीजिए |] 


5. वें प्रतिबंध ज्ञात कीजिए कि उन चार समतलो का एक सर्वनिष्यठ परिमित दि 
(मधा८ 7०४४) हो सके--जिनके कार्तीय समीकरण यों हँ-- 
करडनीएशभन॑+फटरन-व,50 (ए+5, 2, 3, 4). 
6. सिद्ध कीजिए कि उस बृत्त का समीकरण, जो दिए हुए तीन वृत्तों-- 
ऋ/--४*--225--279--०5-50 (75-, 2, 3) 
को लांबिक रूप से (0#08074५) काटता हो--यों होगा-- 
| # /+५४ 


+5 9५9 ८ 0, 
हे । हा 8 52 50 
। ५2 82 2 + | 
॥ के 08 आ% जे 


अंतिम समीकरण को इस प्रकार लिखिए--- 


५, “टला प कं 5) व जरिए. 77 अत, 
| ए+25न+-2एश इ2+हफ ६+५ । 


! 


| 0नीशिनीडिएण 83 +*ह िनी9 


और सिद्ध कीजिए कि ऊपर कहा हुआ्रा वृत्त, उस बिंदु का पथ है, जिसके प्र्वी 
(70०25) दिए हुए तीन वृत्तों के सापेक्ष संगामी होंगे । 


7. डिटमिनेंठ के रूप में उस प्रतिबंध को प्रकट कीजिए कि चार दिए हुए वृत्तों का 
एक सामान्य लांबिक वृत्त (.ध08णाढं जटाड ) हो सके। 
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8. ।4 $ 4 7 
6 3 7 हे 
को खंडों के गुणनफल के रूप में प्रकट कीजिए, और फिर, डिटमिनेंट में ५, ५? के 
उपसारणिकों और खंडों के गुणनफल में 5, 5? के गुणांकों पर बिचार करके, 
प्रदनावली दो के दसवें तथा ग्यारहवें प्रदन के डिटमिनेंटों का मान ज्ञान कीजिए । 
9. प्रश्न 8 के निष्कर्षों का अधिक कोटि के डिटमिनेंटों पर भी विस्तार क्रीजिए । 


| 


( 
। 
| 
| 
] 


7. किसी डिटमिवेंट का लाप्लास-प्रसार (,99]90९675 €ऋएक्षाशंजा 0 8 


गंशशाएरशशा।) 
7.7], डिठमिनेंट /$ ध्म्स्ल | 8; 8, ६] न हे कु । 
585 92 ०] ३ न्‍ कम ! 
। 9. & हु का न + (7 १ 


को इस रूप में व्यक्त किया जा सकता है -- 
»४(-)97 #8550 -. ४ (8) 


यह संकलन ($णा०) ॥॥ संभावित तरीकों से, 7, $,. .., 9 को , 2,. .., 7 
मान किसी क्रम में देने पर, प्राप्त होता है | ऐए अनुबंध 7, 5. . . -, 9 में उत्क्रमणों 
(7शल$078) की कूल संख्या है। 


ग्रब हम यह दिखाएँगे कि अ्रपनी पंक्तियों और स्तंभों से ७, के प्रसार एक व्यापक 
क्रियाविधि की ही कुछ विशिष्ट स्थितियाँ हें। 


(8) के उन पदों से, जिनमें ७0५ है, जबकि 9 और नियत ५ हो, 
निम्नलिखित संकलन प्राप्त होता है -- 

5904 (४ 5)545579/4* --:०. . - ६9 (89) 
यह संकलन |_७- 2 संभावित तरीकों से, +,. . .,.0 को, 9 शोर ० के अलावा, 
), 2,.. .+ / आदि मान, देने पर आता है । (9) में किन्‍्हीं भी दो अक्षरों का 
सब स्थानों पर विनिमय कर दिया जाए तो वही पद विपरीत चिह न के साथ, फिर आ 
जातेह, क्योंकि (8) में ऐसा ही होता है। अतः, डिटमिनेंट की परिभाषा से, या तो 
+(/&98)94 और या -- (88) ५५, ॥7--2 कीटि के उस डिटमिनेंट के बराबर होता है 
जो (८, में से पहले और दूसरे स्तंभ, तथा ७-वीं श्ौर 9-वीं पंक्तियाँ 
निकाल देने के बाद बचता है। इस डिटमिनेंट को उसके श्रग्रग-विकर्ण (080॥78 
१4807 ) से प्रकट कीजिए। मान लीजिए, वह (५०, . . .!७) है जहाँ ६, ७,. 


कि ०. 


. .0, आदि 9 और 4 के अलावा, ॥, 2, . .., उसी क्रम्त में हूं 
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इसके अतिरिक्त, क्योंकि (8) में पदों का एक समुच्चय 2७ ०4 (# ४3 )54 का 
है और ०» और ७ के विनिमय से (»&8) 04 में कोई अंतर नहीं पड़ता, इसलिए 
डटमिनेंट की परिभाषा से इसका तात्पर्य यह होगा कि (8) में भी पदों का एक समुच्चय 
>थ्व० (55५) का है। श्रतः, (8) (४77०4-शथ्पॉ७) (2४5)94 पदों का 
एक समुच्चय होगा । 

लेकिन हम देख चुके हैं कि (88)9455 +(०१॥, - 0७), श्रौर डिटमिनेंट 
४ए94-०७५४, को (9904) से प्रकट किया जा सकता है और इस प्रकार (8) में 
के पदों के एक प्रतिनिधि समुच्चय का नमूना ऐसा होगा- 

-- (9924) (०५७. - ५७) « 
इसके अतिरिक्त, , 2,. ...7 में से 9. 4 संख्याओ्ों के सब संभावित 
युग्मों को बनाने से (8) के सब पदों को गिना जा सकता है। इसलिए, 
हल्ला वि 60 6 5४.07 

जहाँ इस संकलन को 9, १ के सब संभावित युग्मों से बनाया गया है। 


इस रूप में लाने के बाद चिह्न न का लगाना एक मुश्किल काम नहीं रह जाता क्योंकि 
डिटमिनेंट (9,0०५) के अग्रग विकर्ण वाले पद ०५ में धन का चिह॒न लगेगा 
और यही चिह॒न डिट्मिनेंट (८१७. .. ७) के अग्रग विकर्ण के पद ००, . . . ५ 
में लगेगा | श्रतएव (8) से तुलना करने पर हम देखते हें कि--- 
0५-5० (-१) (9,2०५) (००७. . . ५७) (20) 
जहाँ--- 
(१) संकलन को 9, 4 के सव संभावित युग्मों से बनाया गया हो, 
(॥) ६, ७, . .., 0 आदि, 9 और ५ को छोड़कर, ।, 2, ...7 ही उस क्रम 
में हैँ 
(॥0 ) थे स्वयं 9, १,६, ७,. . ..0 में अनुबंधों के उत्क्रणों की कल संख्या है । 
संकलन (20) को, /७५,, का उसके पहले दो स्तंभों द्वारा प्रसार कहा जाता है। 
7.2. ह 7.] में दिए गए तर्कोंकों अच्छी तरह समझ जाने के बाद यह सोचना 
भी मुश्किल नहीं है कि उनको ऐसे प्रसारों में भी लागू किया जा सकता है जैसे--- 
2 आय कह 7० के 67 0 (2) 
+ै£(-१)7 (०9०4००५) (०. - ७), (22) 
इत्यादि, इत्यादि। यह उचित होगा कि पाठक स्वयं इनका विस्तृत अध्ययन करें। 


(लक 


प्रसार (20), ७५ का द्वितीय उपसारणिकों से एक प्रसार है। इसी प्रकार (2), 
तृतीय उपसारणिकों से एक प्रसार, और (22), चतुर्थ उपसारणिकों से एक प्रसार 
है; इत्यादि-इत्यादि । 


67.] का भिन्‍न-भिन्‍्न रूपों में, अलग-ग्रलग तरीकों से अध्ययन प्राय: किया जाता है । 


५ 


९7.7. में हमने ०४. का उसके प्रथम दो स्तंभों से प्रसार किया था। वास्तव में 
इसका किन्‍्ही भी दो, या अधिक, स्तंभों या पंक्तियों से प्रसार किया जा सकता 


हैं। उदाहरण 
के लिए, 8 और ० तथा 9 और 6 का विनिमय करने पर हम देखते हैं कि 
हासन ०0 6 8 0 ' है | 
0५- < 7 83- -95 ्‌ 
ध्त 0, 88] जि 8 


इसके प्रथम दो स्तंभों से लाप्लास-प्रसार को, (७ के तृतीय और चतुर्थ स्तंभों से लाप्लास- 
प्रसार की तरह ही समझा जा सकता है। 


7.3. किसी लाॉप्लास-प्रसार में चिहुच का निर्धारण 


द्वितीय अध्याय, 6.4 से, लाप्लास-प्रसार के किसी पद के लिए उपयुक्त चिह॒ न 
का आसानी से पता लगाया जा सकता है। डिटमिनेंट 0" 5» | 8.६ | को हीजिए 
जिसकी +-वीं पंक्ति तथा 5-वें स्तंभ का अवयव 23,. है। इसके, $+-वें, तथा &:नवें 
(5<52 ) स्तंभों से लाप्लास-प्रसार को देखिए जिसका रूप यों होगा-- 

59.84 हे । 
5-० | 2६ 0 (7,7:253 85%) (23) 
ी 


यहाँ, | 
(4) 50 (7,, 72; $$, &2) उस डिटमिनेंट को प्रकट करता है /& में 
वीं और ॥2-वीं पंक्तियाँ तथा $,-जें और &$.-वें स्तंभों को निकाल देने के 
बाद बचता है । और 


किक 


(3) संकलन, 7], 72; (7;<72) के सब संभावित युस्‍्मों से प्राप्त होता है। 
8$.4 से, /५ के प्रसार में वे पद जिनमें », ५; है, निम्नलिखित से प्रकट हो 
सकते हैं - 
।[नी७ हक ४278 
| के) 4.-]5] 2583 ()5 

जहाँ, ४ (7; 83) वह डिटमिनेंट है जो 6 में 7,-वीं पंक्ति और $.-ें 
स्तंभ को निकाल देने पर प्राप्त होता है। अब, क्योंकि, 7<72 और 5,<8,, 
अ्रबयव 8,2,., (7; 8) की (72--)-वीं पंक्ति और (४५--१ )-वें स्तंभ 
में होगा । इसलिए 65 (7१; &) के प्रसार में वे पद जिनमें 9०७८ है, निम्नलिखित 
से प्रकट किए जा सकते हैं--- 


( की ) 72--82-5 2 


3० 25 30 0 52 ) 
386९ ५४7870/63-- 4. 


4.2 


क्योंकि, 2) [ 7, 752; $4, 92 ॥ द क ( 78: 8] ) मे से ही 5०.52 वीलीं पंक्ति और 
स्तंभ को मिकाल देने पर प्राप्त होता है । इस प्रकार, निम्नलिखित पद ७ के प्रसार मे 
होगा- 


2 25 
(--१) 67727, 4, 0४28 /५ [7(, 72: 55 52): 


भ् 


आ्रौर इसलिए, निम्नलिखित पद / के लाप्लास-प्रसार में होग[--- 


्् 


। )पजशिकीकरे॥ 85] 8..52 ५८ 6 [74, 72; 8.) 52) . ु 
8,287 80252 | (24) 


अर्थात्‌, लाप्लास-प्रसार में किसी पद में लगने वाला चिहन (--)0 होगा, 


जहाँ 5 पद के प्रथम खंड में श्ाने वाले अवयवों की परक्तियों और स्तंभों की 
ऋमसुचक संख्या्रों का योग हूँ । 


द्वितीय उपसारणिकों से प्रसार के इस नियम को, जिसको ऊपर सिद्ध किया जा चुका 
है, तृतीय, चतुर्थ, आदि उपसारणिकों से लाप्लास-प्रसार के लिए भी सरलता से लागू किया 
जा सकता हैं। 


7.4, (20)का आशय और महत्व पाठक ने अच्छी तरह समझ लिया है या नह 
इस निश्चय के लिए उसे डिट्मिनेंट के निम्नलिखित प्रसारों की जाँच कर लेनी या 


(!) | शक, शहर 
६2 922 02 0 है 
3 


] 


सनन 3॥ 9 (03 (3 ध्ण्ण्श (4 0 $. 3 69 न कि | 0 | शा 02 ४2 न 
82 02' (९५ 04&' 943 ७३ 04 (४8 ०१ (१० ४25 
न पि गा + /]00 7 )५ [ ।45 8] 3 
न 02 02. नल प्‌ मा णण 2 92 धय (| न अर 3! ». 0६ 643! 
53 &3। ७4 पु 9५ 7३ डा ५5 84६ (2 ६9 
(20) से इंतम लगने वाले चिह न वही होंगे जो इनके अग्रग विकर्णो के पदों * 
फलों में लगेंगे, जंस--- 
८ 80220 5. ! ।030204& 8| 90.020- हे हे पर5 
(24) के उपयोग से, चिह॒त दूसरे रूप सें यों होंगे--- 
3+32-3- - न $ ] "३ 
(--१) च | (--! ) [ 3+! न्‍ (++३) #4-+ ले 5 | 
० ह। 7 | 
(॥) कि हा ७  ] ९] |. कसी ++ (0475) (००6 5९५). 
0) | (9 0५ ०2 , 
। () है 5 63 ९5३ 
| 0 09 ९4 04 ४4 ' 
१5 05 कई (5 6६ ' 


इसका चिहून (--) /+7“ होगा जो (24) के उपयोग से आसासी से मालम 
हो सकता है ! 


[) ८: ; हे! हा 60. ४४ ञ हक | ४ 4 
ह जी 9), कर चल 2 न पट केक 0 2 
| बे प्‌ 
382 0, 2. छल एक | 
| से . बक मिला हर | 
3 3 ८ ०3 ०03 (0०३ , 
हि 5 5 । 


७७0७७ जमीन प्रकककक कब 


ले *.  ., नह र्पा जा 
4. सब्दलन (इाधदाा098) के परवाट: 


५ बे अं ल्पट्श् संकलन जैसे 
एक हूड परिणटी काफी समय से चली आ रही है कि एक संकलन जैसे, 


१६ 
2 की (१) 
वात ा 


को केंवल एक पद द्वारा प्रकट किया जा सकता है, जैसे 

है+# 0: (2) 
परिपाद: यह है कि जब कोई वर्णात्मक अनबंध (॥/»०।! 5परी5) किसी पद 
बार-बार आता है, जैसे ऊपर () में + शा रहा है, तो वह अकेला पद, उच सब पदों 
के संकलन या योग को प्रकट करेगा जो ॥ को विभिन्‍न मान देने से आते हैं । 
वह परिषाटों तभी लागू होती है जब पाठक संदर्भ से अनुवंध के विभिन्‍न मानों के परिसर 
(72728) को जानता हो। आगे होने वाली चचा के लिए हम यह मान लेते हूँ कि 
प्रत्येदा अनुत्ंध दे मानों का परिसर ], 2... -, ह। 


जन 
अन्‍्ज्म गे 9 लू | 
दस लगे परिया्टी हा कहे शोर उदाहरण मो हे 
डे ताला वा कर / चशाहरन यथा हू 
7) 
श न चचाा बज प्र जा .3. अरब >बा+०-मभक 
अल कि 5 >> पे. का अयाद करता 


६ 
हु 98, 5 फत 9, को प्रकट दरता है (4) 
4 यु 
है| ह] 
श बिक 
5 2५ 8... 5, ४... को प्रकट करता है। (5) 
्न्ल्ई लक । 


५8, कजाणलया हलक सपा 5 23.0 0 पुनराव कक ब्य 
जँनतिम उदाहरण मे /॥ और ७ दोनों की ही पुत्ररावत्ति होगी इसलिए सकलन इस दोनों 
के सापक्ष किया जागगा। 


इस प्रकार, वारंबार आने वाले शअनुवंध्र को प्राय: 'शक्क अनुबंध (2प0ग५ 8चरी5े) 


कहेते है। यह एक निराली वात है कि यह नाम एक ऐसे अनुबंध का हो, जिसकी 


उपस्थिति और उपयोग में संकलन का तात्पय॑ निकलता हो हालांकि इस अर्थ में 

इसका प्रयोग प्रायः सव जगह किया जाता है। लेकिन यह नामकरण एक तरह से उपर्युक्त 

भी कट्टा जा सकता है क्योंकि वास्तव में प्रतीक ($श्ा7०0!) का अर्थ इस बात पर 
44 


4) 


हक छः नहीं का ० हीः ला कि >> ्म् या नर] न उद्दाह्नर ॥००++ बा कि > 
चभर नहों होता कि कौन-सा अक्षर, मक प्रतिबंध में आा रहा है ; उदाहरण के लिए 


5६ 4 स शा ३ पल पु 

दाना स॑ छ्क् ही क्र ्् निकलता पे | श़््था ये दोनों पी कर रे हद न 8] है 

| पु ३ ५४॥) ३ | रण सह पं ।40 ६ ॥। जज ४7035 4 5 ७ ाएाओई 4 वा 

न 

को प्रकट करते हैं। 

वह अनुबंध जा बार-बार नहीं झाता शुरुत अनुबंध (77९5 8 जी) दाहलाता है 
संकलन की परिषाटी में 

(३०५० ( 5) 

रे ॥००. हु आए आइक बह लांत्प न उस श्ग > 0० व्यं ज़ू >जकुट++ +> 38 [आ। प्न 7 3 
पे हमारा तात्पर्य उस झक़ेले व्यंजक से नहीं होता जिसमें # का शान दियत है बल्कि 
इसको हम उन 7 व्यंजकों के एक प्रतिनिधि या नमने दी तरह मात लेने हैं जो निम्म- 
लिखित हैं 


भू 
5220 कक 0 अर 2) 
ही । 


इस प्रकार, (6) में, । के लिए यह सोचा जा सकता है कि वह , 2, --.-, 9 में 
किसी भी एक मान को लेने के लिए म॒कत या स्वतंत्र है; साथ ही यहाँ यह तात्पय॑ नहीं है 
कि इस प्रकार के व्यंजकों का और संकलन किया गया हैं। 

अगले परिच्छेद में इस परिपाटी का उपयोग हम 7? एकघाती सर्मीकरणों (!7687 
८तृण७075 ) के समुच्चय के एकचाती रूपांतरणों (एक्ाईशागशाठता&) के लिए 
करेंगे । 

४. 5 (55 ], 2, --.-, ॥) आदि ए चरों को तथा निम्नलिखिन ॥ एकरा्चाती 
समपवातों। को देखिए, 


0 के हि ह  0 अंज 5 |) (7) 
जब हम, 5६ के बदले ७७2५६ (--१, 2, ---, 7) को रखते हैं श्र्थात्‌, जब हम 
लत 0. 5. चर), - ०४) | 8) 


का प्रतिस्थापन ($फ्धपछापाता) करते हैं, तो (7) के समघात इस प्रकार 
बदल जाते हैं--- 


फर्तॉगरर3 (चतत, 9, ---, 9). (9) 

अब, निम्नलिखित 7? समीकरणों को देखिए-..- 
८७६2५, नर 0, (]0) 
जहाँ, एस 8. 0६5: (।7) 











जो लोग संकलत की परिपाटी को नहीं समझ पाए हों उनको चाहिए कि आगे की कुछ 








दि 
पंक्तियों प्री-प्री लिखें और #£ 3. ( 5» छ़े, ) में &« का गुणांक ज्ञात 
शक्ल 


च-] 
करें 
कर | 


40 


यदि डिटमिनेट | | ०६ | *₹0 तो (0), प्रमेय 37 से,  (--, 2, --*, ए) 
के मानों के उस समुख्चय से संतुप्ट होता है जब सारे ही मान शुत्य नहीं हैं। लेकिन, »| 
अब (0) के समीकरणों को सतुप्ट करते हैँ तो हमारे पास निम्नलिखित ॥ समौकरण 
हा जाते हैं-- 

88 जलन 08 ५70.5३ _+ 0, (/) 
ओर इसलिए, 

या तो ज्वारे ही ४, शून्य हैं 

था डिटमिनेंट | ४६ | शून्य है; (प्रमेय से | 

पहली दशा में, / समीकरण 9३ 7४,८८0 





४, के मानों के उस समुच्चय से संतुप्ट होते है जब सारे ही मान शून्य नहीं हैं; अर्थात्‌ 
| 98 | तर-0, 

ग्रत:, यदि ०४ | *50 तो, [2«६| में [08.| इडिक्मिलर्टीं में 
से कम-से-कम एक शुन्य है । डिटमिनेंट | ०५ | 5५ | #न्‍ों में 7 





घात का तथा #-झ्नों (5-9) में / घात का है, और ऐसा संकेत होता है कि--- 
| छह 'उत्क | बड़ 2६ | 95 | (|3) 


जहों £ का मान & और ७ के मानों से स्वतंत्र है। उस विशेष स्थिति में जब 8/६550० 
ग्जौर जब, 7४3, था क्८न, ऐसा संकंत होता हैं कि--- 





| 05 | +ौ] | 9४ 2९ | ०5६ (4) 

ऊपर जो कुछ कहा गया है बह (4) में सिहित एक महत्वपूर्ण प्रमेय का ग्राभास दे 
देता हैं यद्यपि इसको उपपत्ति नहीं कहा जा सकता । अगले परिच्छेद में हम इस प्रमेय 
की दो उपपत्तियाँ देंगे। इनमें से दूसरी शायद अधिक सरल है और यह तो निश्चित 
ही है कि वही अधिक युक्तिपूर्ण है। 


3. डिटमिनेंटों के गुणन के नियम की उपपत्तियाँ 
प्रभंथ 43--भान लौजिए | 3,, | , | ४.५ |, / कोटि फ्े दो डिटमिनेंट 


हैं, तद उनका गृुणनफल डिट्सियेंट | ०... | होगा, ज॑ 


हह। 


एइतस # वे 08. 
ईस्कई 
!. पहुली उपपत्ति--इसमें दुवि: अनुबंध संके )एए6 हाधी$ ॥0800प ) 


का उपयांग हूै। 


"नंद. ७७एएरशश 


पहले अध्याय के 64 से तुलना कीमिए 


"ननकननननन- पक +++ नानक क-+ ४० ७५०3० ५५५००७०५००७७».. 








न नजन> कर >-+० 3... >म«म-जमगबनान+...3बक ना पषमान्‍्कबक. कलम पक. ००००» ० 
्ड बनी... अनना अजगर 33 डे जन 3. डे हनी अमन्‍मक के तन 3. सनक... ॥०००« तमन्‍मके 


का 


इस उपपत्ति में हम केवल ग्रीक अक्षर ७ का, संकलन के शअ्र्थ में, मूक अनुबंध' की तरह 
उपयोग करेंगे: यदि कोई रोमन अक्षर धारबार आ्राए तो उससे संकलन का तात्पर्य नहीं होगा । 
इस प्रकार, 


009०।.. काग्र्थ 89|4-शय202/-- - - होंगा। 
४।-०-॥ की अर्थ केवल एक पद से होगा और बह पद, यदि 7552 है तो 9-02 


कत्ल 


होगा । निम्नलिखित रूप में लिखे हुए, डिटमिनेंट ! ०७५ | को देखिए 


। । 
| श्र 00[ ० 002. 5 - बेबुछ 0200..| 
| ॥ 
| ०! 
+. 50 0०0 850 0202... - * बच जया 
| 
| | 
। 
। 
हे हज | 
| #96६20॥ 70 “02 5 ; 6 267. 

इस डिटमिनेंट के प्रसार में, 

कह कल महक (5) 


के भुजांक को ज्ञात कीजिए । ऐसा हम इस तरह कर सकते हैं। ४॥ के अलावा सारे 
3५ की शून्य मान लें; ०५७ के अलावा सारे 8:४ को शून्य मान लें; इत्यादि 
इत्यादि । यह सब करते हुए हम देखते है कि | 5० | के वे पद जिनमें (5) एक खंड 
की तरह आता है, निम्नलिखित| से दिए जा सकते हँ--- 


877] वैह)2 + 9(70 ! 

| ।98] 

82593 4250.9 5 है 82५04. । 
पर 
। जा 
| दउ227 8./०70:2 "' *: लक मिल | 

न्‍त84 028 ''* 9... 9. ०७ जि 
0 9322 * ] 


527 9.2 ४ हैं 5 | 
यदि ०, $, - - -, £ संख्याएंँ सब ही विभिन्‍त और असमान नहीं हैं तो, 9' डिटमिनेंट 


लुन्ध हो जाता है क्योंकि तब उसमें दो पंक्तियाँ अ्भिन्‍न (30»7॥०४!) हो जाती हैं । 


बे हँ 


प्रथम अध्याय के $ 2. 2 को पंक्तियों में लागू करने पर हम देखते हैँ कि जब , 5, - - -,2 
झादि संख्याएँ, किसी क्रम में 3, 2, **",॥ आदि संख्याएँ ही हैं, तो 9! डिटमिनेंट 
(-०! 3 | 560 | के बराबर हो जाता है, यहाँ 'ष वास्तव में 7, $, -..,2 में अनु- 
बंधों के उत्कमणों की कल संख्या है। अतः 
| 
नम & (7) वाजव2६ 5 थे. | 07१ ! (6) 


+ 8॥॥७॥ केवल एक पद को प्रकट करता है, इसका ध्यान रखिए। 
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जहाँ, संकलन, ! संभावित तरीकों से +, $. ---, < आदि को ३, 2, --«, ४ 
ग्रादि मान किसी क्रम में देने पर प्राप्त होता है और 7 , अनुरवंध +, $, :--, 2 
में उत्क्रमर्णों की कुल संख्या है। लेकिन (6) में | 94 | की गुणा करने वाज्षा 
खंड वास्तव में | आऋ4 | का प्रसार ही है, अतएव, 


| । 


3.3. दूसरी उपपत्ति--इसमें एकल अनुबंध संकेतव (आंगझ्ठ० शगीहि ॥05एआ ) 
का उपयोग है। निम्नलिखित को देखिए--- 


2 नम | 5 5 | $ े जी प्‌ 9] । 
। 3. 92 0292 | 
तब, ७७ -5 २8] 5। 9 0, ु 
[०० ४2 0 ० (7) 
आण .', 954  9 
। 0 ध््ी 0. 52 । 


यह लाप्लास की विधि से तथा डिटमिनेंट का उसके अंतिम दो स्तंभों से प्रशार करके 
देखा जा सकता है। 
डिटमिनेंट (7) में, वहले अध्याय के ६3.5 के संकेतन का प्रयोग यों करिए, 
[| ला] न 33 न 04, 
7 2उ52-+ 323 -+- 2274, 


तो' (7) का नया रूप ऐसा हो जाता है-- 


2५2). हे 0 0. 8|0[-+:9[02 807222]| 
| 0.0. 820नः 020: 42/04- 0:22 , 
| +] 0 5॥ 5 
| 0 न ०2 92 


झौर इस डिटमिनेंट का यदि उसके प्रथम दो स्तंभों से प्रसार किया जाए तो, 


/3 /$ क्ौं।  3[0- 702 8]94 + 0402 
(१४) 


920 7 7202 820-+ 2222 


उपर्युक्त तर्को को ॥ कोटि के डिटमिनेंटों में इस तरीके से लागू किया जा सकता है। 
मान लीजिए, 


2५ *(8702' ' '), / (०४१2 ' * 65) « 


षो, 
डिटमिनेंट | था ह ६. 0 . * 0 ]। 
क्‍ 
५ 8६ १. 0 &. «& ४0७ 
। >> ई हे ५ थे । 
है. बाप ॥; 0. + छत 


अखिल 


जिसका बाएँ हाथ की तरफ का निचला चौथा हिस्सा ऐसा है कि उसके शुख्य विंकर्ण 
(एछाग्रालएथी (88079) का प्रत्येक्ष अवयद -] है और जिसमें श्नन्‍्य स्थानों पर 
0है। 
इसमें कोई अंतर नहीं श्राता यदि हम यों लिखें---- 
४, बल नीथ्या।+व 7 0॥5% 427 - - + 250 
72 >+79 न 8279 +] 7 22927 ०» * ।#22:. 


कर] छ ५ क 


| 
ह , पनव रो 5.7, 4. न ०9 +<2 55 +5.,3,. 


झतएव, 
/ ( हर ०-० । & मु $। 3| 65 न * ००५ +#॥07 न * 5|8&॥ न न ध्य हट । 
है| ग हे 0 3.0 न # ७४ -++58,,79 हु मर 5.8] न 47२65 % न और का । 
नल | ७ 0 हु « नि ६८] 
0-4. - क॑ ठप 2... 483 |, 


इस अंतिम डिटमिनेंट का, उसके पहले 7 स्तंभों से, यदि प्रसार करें तो वह भ्रकेला 


ह॥ 
५ 


पद जो शन्‍्य नहीं होता, यों होंगा--- (चिह न के लिए द्वितीय अध्याय $7 . 3 देखिए । ) 


[(+- )* मलिक 0 * है, ह गन ६07 न्तः पा -|६(॥0, हु 5॥0॥ < न+£4४५ 
8 ह फिः 9320[-77 . - . -+/20,, ५ फल 2४ +£ 26% 


) 





के शक | जज || ्् का क कर के का श्र 
| हु । 
0 की -« ब्लड . 6..0। न 5.2 एड न 06... * 5,64 -+- | हो ० बी | 
२8. 8 
््ः लक । ॥ म &8 ६+५॥] न 5 न ६।०॥ है > मु ] न न “5 ॥४,, 
। न ४ < 


। 3000 75४7 ७. ह. व ४0३७० पते 


4 /त 


() 


इसके अतिरिक्त, क्योंकि, 20 एक समसंख्या (८ए०॥ गणाआ ) है, इसलिए डिट मिनेंट 
में लगने बाला चिद्त न सदेव ही धन होगा। अतए व 


हि ॒ ! कक ही हक पर (प 
५ ५ हू रा! + (४ गि क्र &(0॥ कि +£&[0.. ड़ द 0| रा पड 2५ 78 । 7 ! 
| ह हर न के + स्साम | हे के क + + 4] भर ( १ 97 
५ प्र १ ५ ही] [] ड़ 


के. 


प्रमेय 3 को व्यक्त करने का यह भी एव तरीका है | 


4. डिटसिनेंटों के गुणन की अन्य विधियों 


प्रभय 3 में दिए गए नियम को प्रायः: मट्रिक्स-नियसा (शायद 7०४०) या 
पंक्तियों का स्वंभों से गणन का नियम (#9॥प० णि एरणाफरीठ्शा070 ० 70988 09५ 
००ैएग्ग5) कहते हैं । (9) में दाहिने ह्वाथ की तरफ के डिट्मिनेंट की पहली पंक्ति 
बनाने के लिए, हम /५ की पहली पंक्ति के प्रत्येक अवयव को, /५' के उत्तरोलर स्तंभों 
प्रवयवों से गुणा करते हैं; दसरी पंकित बवाने के लिए इसी प्रकार /५ की दूसरी पंवित के 
प्रस्येक्ष प्रबयव को, /५ के उत्तरोत्तर स्तंभों के अवयवों से गुणा करते हैं। (8) को 
सहायता से यह तरीका आसानी से समझा जा सकता है । 


एक डिटमिनेंट के मान में पंवितयों और स्तंभों के विनिमय से कोई अंतर नहीं 
इता । इसलिए, (8) से यह अनुमान लगाया जा सकता है कि यदि 


हे 0 न ० 9 | 
| 


82 902 | | 60३ 93 


ट च>। 
। 
॥ 
। 


8। ण 


तो, (8) को इन रूपों में भी लिखा जा सकता है--- 


(५ /, क+ । 8|0] + 09। 8|52 +- 0!05 
| |. $ (<0) 
।. 820॥ +020] 82०2 न 022 । 

2, (५ कौ! 8॥०] +9202 0[0| न 0:05 । 
क्‍ |, (2]) 


गगिकबदी2. णरिक)3: | 


(20) में, 2 की पंक्तियों के भवयवों को ९ की पंत्रितयों के अवयवों से गुणा किया 
गया है; (2व) में, /५ के स्तंभों के अवयवों को, 2 के स्तंभों के अ्रवयवों से गुणा किया 
“छठा अध्याय देखिए । 
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गया हूँ । इनमें से पहले का हवाला पंक्तियों से गणना (हषाएफ़ांट४व00 59 7098) , 
और दूसरे का सस्तंभों से गुणना (ग्राष्ाधफञस्थाताता 99 0ॉपायगा$) कह कर दिया 
जाता हू । 


४ कोटि के डिटमिनेंटों में ऊपर की हुई चर्चा का विस्तार सहज है : पुस्तक में झागे 
उपयुक्त प्रक्रम के कई उदाहरण प्रस्तुत किए गए हें । इस समय जो उदाहरण दिए जा रहे 
हैं उनमे गृणन पंक्तियों के द्वारा है : हालाँकि, यह अपनी-अपनी रुचि की बात है झत: कई 
लेखक स्तंभों दवारा गुणन' को और कुछ मैट्रिक्ल-नियम को पसंद करते हूँ । लेकिन, 
जहा तक संभव हो एक ही रीति का अनुसरण करने पर विचारों में सुगमता रहती ६ 


प्रहनावली चार 
डिटमिनेंटों के गुणन के नियमों को अलग-अलग उदाहरणों में लागू बरने से कभी- 
कश्ली रोचक परिणाम निकाले जा सकते हैं । हम इन उदाहरणों के छोटे-छोटे वर्ग बना देंगे 
गौर प्रत्येक वर्ग में कम से कम एवा उदाहरण के साधन की रीति भी देंगे । 
. | 9 (० (0-१) [52६ (--7)0--०(०--))/* 
(9-० 0 एफ | 
(| ४) (77-) 0 । 


य्ह हे ग्ब बे ल्‍सओों के पंचिलयों में शाएण नफल २3५. जो अध्ननक 
यह डिटमिनेंट निम्नलिखित दो डिटर्मिनेटों के पंवितयों से गुणनफल के बराबर 


हैं-- सह “/] 
। की लोड 3. 5 | & गे | 5 की | 
2 2 | । ] 89 ऐ2 “दुद्ध 

धर व । ०, है ५2 । कं 





क् ब्य ०४ पृ 6 न $ च्् श्शु हु घ्प ये ् नी 
प्रमेय 8 से, इनमें से पहला 2(--%॥४--०)॥(४- 9) के, तथा हुसरा (२--१)(४०--०; 
(5-9) के बराबर है । 
० ४ न्टू ३ पद को अर शण् सा ए ता रा, या ओम ते हि घर के 
[प्रसेथ 8 को लागू करने के लिए हम पहले अंतरों का युणनप,ल लिए लेते # अर फिर 
५ ०5 ने शरण शंमसयात्मण एज्या वाएगाला ता ८०578 
विकण के पद को ध्यान में रखते हुए सख्यात्नका कर शाफा )९7:08॥ (0/१8४/ 7 स्‍।/' 
े ल 5827६ थम अल. हे 
को साधन के अनुकल बचा लेते है । | 


्कः 


ध्याय है बाय सिप्रादिमे: कट हम आम 25 मम 
7०. एशम शध्याय मे प्रश्त 3उ का डिटगिनतट निम्न|सागिल दे) (दे (मन 
बणलफल है--- 
च्ब्य 


। 02 20 | |) |, । [ छ 0 
82 .#.20 | 0. | | 8 92 

7 अल ० 2 5 । 0-० 
708. ५५ | | 6. 87 


ग्रौर, ध्रतएव, शुन्य है । 





४ 


3. सिद्ध कीजिए कि ॥ कोटि का वह डिटमिनेंट, जिसमें 7 दीं पंक्ति और $ व स्ते* 
का झदयव (०४-5४): है, शन्य हो जाता है जब 7:> 3 ही । 
समान ज्ञात कीजिए, जिसमे वीं पंक्ति और ४8 थ॑ 


दा झार 
स्तंभ का अदयद (8६-०५) हैं, जब () 7554. (7) 7-० 4 


री. 


8. प्रइदन 3और 2८ दे परिणानों का, 8.--3, के अधिक घात के होने पर भी, विस्तार 
कीजिए । 
6. लनिद्ध कीजिए, 
। (2-5) (8७--७)३ (&--2/ ७ । 
(8-2४ (8-५) (७-४) ४७१ | 
(०-२) (८-५१ (+छ ०॑ 
| हर श 23 0 
न+--98905-%५४2(0--0)(०-- 8)(8 -- 0))(9 --2)(2--5%)(५-.-४). 


7. सिद्ध कीजिए कि-- 
/ (8--»)? (8-9)? (3-2)? ७3” 
(0-07 (08-9५) (०-०१ ० 
(०-४)? (०--४*? (००»)* ८ 
रॉ पा शो पर, 
तय शून्य हो जाता है जब, ४० ], 2 हो भर इसका मान ज्ञात कीजिए जब ४ «* 0 


धोर जब £>3 हो । 


8. सिद्ध कीजिए, यदि $,5-०-+#+%-+ ०5; तो 
80 $| 52 539 | ) ] 4 7१॥।|* 
53 82 &5 54 हे 3 +%9% ७ 
। 89 53३ 8५ 5< |] न्‍ ४ (0 शा 682 
| 83 84 55 $6 | | को 9॥गीे १ 6 ' 


अत:, प्रमेय 8 की सहायता से, सिद्ध कीजिए कि इनमें से पहला डिटमिमेट, ०, 2, ९, & 
के अंतरों के वर्गों के गणवफल अर्थात्‌, 4६(०, 8, ॥, 5)» के बराबर है । 


9. सिद्ध कीजिए कि ($-०)(४-१)(४-१)५-४७) निम्नलिखित डिटमिनेंट का 
एक खंड है। उसका दसरा खंड भी ज्ञात कीजिए | 
चल 580 $) 82 53 54 
| 8] 82 53 59 ६5 
95 54. 5&॥ कु 9७ 
| 583 5६ 55 5६ $2 
0 हे 56" तय 


जो 


४ पर ४४ के है १28 मत फजिक ध्य गा मु कप 0 बीज का बन कक श् 
एछूल --७५ में 8. अवयवयों के विनस्यास से ऐसा आमास हांता हं यह डा 
: म्पू ९ श ड्च्ी नि हि पापा 2. 
बिटाबिनेंटों का पंकितयों थे गगनफल है; जेसा ऊपर प्रइन 8 मे हुआ है; जह।, 





नः। 4 ]4]477 0 | ५ आज हे शो 2 भा 
| ७& 3 % 6 0 , 025| ५ 30 १ ०0०? 
०2 82 #7 82 0 । ७2 52 %2 82 ? 
63 53 के 683 (९ । । 63 7 ५) 533 १ 
कह औ 2 | | 0०6 96 ४९ 87 ? 


2५; की अंतिम पंक्ति के पहले चार झ्वयव, यदि शन्‍्य से भिन्‍न हों तो गमुणनफल ८ 
८ » की अंतिम पंक्ति में अवांछित पद झा जाएँगे, इसलिए, यदि हम 0, 0, 0, 0,। की ८५, 
की झंतिम पंक्ति मानकर चलें तो यह समझना सहज है कि /। /५०%६ ८५ होने के लिए, 
& » के अंतिम स्तंभ में 3, $, ४7, ४, ४ होने चाहिए । 


/ के खंड, प्रमेय 8 की सहायता से ज्ञात हों सकते हे । 


30.  सिंदध कीजिए कि जब, ४४-5० -- 3 -+- ९, 





| द4_4 7 >> |  १7 _ | 5 | 80 $ 59 
| 6 97 ५४ ०७ 39+7 9 $2 53 
| &। 93 %े | छा 3 कर 85 54 55 
के स्तभों में गें (!70॥065) की तरतीब 


च्फा 
से, अंतिम डिटमिनेंट के स्त॑थों के अनवंधों की तरतीब में फर्क पड़ जाता हे 











4 5 निम्नलिखित ड्िट गम ट ज्ञात कीजिए ४2, जब 8$#ल्‍-० न 9-४ ही, 
50 94 82 8. 32 54 | | 80 5] $2 54 
82 53 5. | $+ | 352 384 56 | *+ | ४ 52 83 55 
54 955 ०७७ 56 06 598 83 94 ७45 ०५97 । 
| | कक | 


है प्रशन 8-3 के निष्कर्यों का, अधिक कोटि के डिटमियेंटों में भी विस्तार 
कीजिए 
3. चतुर्थ कोटि के दो डिटमिनेंटों का गुणव कीजिए, जिनकी पंक्तियाँ निम्नलिखित 
हैं--- 

र/--9), ->फ५ “29 : | »$5 श 2५४+५ ४ और 7 2, 3, < 


है, और फिर, सिद्ध कीजिए, कि डिटमिनेंट 3, ५, जहाँ आइतत(ए:-5७)+ (५४-१४)? 
शुन्य हो जाता है, जब भी चार बिंदु (४, »:) एक वृत्तीय (००7०४०४०) हों । 
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($ के |] ही कक कण की सं घर शा अं थ स्‍्लृ 
4. एक गोल (9#67०) में पाँच बिदुश्चा का परस्पर हूस्वाओल 5 त्थापित् 
दोजिए । 
| &+ 5-+:6 | ...- तरह के 
हे हा 7 | की तरहुक 
|. ऋण (८-४6) 8--9 ; 
री बचार कर, सिद्ध कीरि कि चार यर्गों 
दो डिटमिनेंटों के मृगनफल पर विचार कर, सिद्ध कोजिए कि चार कार 


कक, 


(880०7०) के योग को, यदि चार वर्गा के दुसरे योग से गुणा किया जाए तो गुणनफल 
भी चार वर्गों का योग होता दे । 


6. ४)--७१-)-०१-- 389० को तीन कोटि के चक्रक (देखिए पहला अध्याय, $ 5. 2/ 
के रूप में प्रकट कीजिए और सिद्ध कीजिए कि (४--४०१--०२- 3990) (न शी 
(५-. 3080) को 53--४१--०2- 3४४2 के रूप में भी लिखा जा सकता हैं 


यह भी सिद्ध कीजिए कि यदि 5२४१-४०, 8507-०७, (-००१--४४, तो 
&3--8?2-- (० -.. 38 8(7--(७7-- 97--०-- 3892) 


ब यद्वि *न्त्व पा, है व्वगीप न 09 $ (४६ ॥क्‍ ५), (४३, ५०); (४६ ५) के मानों दे 
दो समुच्यय हैं; 9.ल्‍55 >+० ४॥, $|2ल्‍53४2--५४०. आदि हैं; तो सिद्ध 
कीजिए कि $,257952। और 


] 3] [ 5 ६2 | नन्हे मी | ( । 5 9४| | 
| 972॥ 922 |. । 4 9| | 5. ए: | 


8/. संकलन की पररपार्टट के अनुसार, मान लीजिए 8558, >%, एप परों 
में कोई दिया हुआ दुविवाती समधात (4४&574१० णाए) हे, जहाँ 


है नर नकल अल लहर जे | 
रा, हु, . ४7 आददय स्वतंत्र चर ([#70679०80थ/ एक्षए०४ ०८5) 


हैनकि 5 के घात | यह भी मान लोजिए कि, 5,.).55०, ४ ; 


०0००5 + ६0 जहाँ ( ॒ 2 जज ) 2० पे 222] सर 
४४, 52,. . ,») के मानों के 8 समुच्चप्रों को प्रकट ऋरता है । सिद्ध 
कीजिए--- 


ला 45 35 |, 


88.- अश्न 37 के परिणाम का, तीत चर (»£, ए, 2,) और आकाश 
मे 


(80208 ) बिंदुओं के निर्देशांकों (60-06ीं8025 ) 


(3३, 9 द)5.. (50, ४३, 22), (73, 9७३, 25) पर विस्तार 
कीजिए | 


0) 


5. सरणियों का गणन (५४ज7पञट्थ्राएणा छा का 955) 

5.. दो ऐसी सरणियाँ लीजिए जिनमें स्तंभों की संख्या, पंक्तियों की संख्या 

से अधिक हो, जंसे, 
8६ 0० ०७ ० थि १४ (5) 
82 022 0०2 0०2 32 १72 
इनको पंक्तियों से वैसे ही गुगा कर दोजिए जसे डिट्मिनेंटों में किया जाता हैं। 
फलस्वरूप निम्नलिखित डिटमिनेंट प्राप्त होता है ! 
0३5 |80-700+0०] 802 +2452 ०१2 (१) 
(8202 -+-020 +02१] 8202 -7232-+7०%2' 

यदि हम & का प्रसार करें और उन पदों को अलग कर लें जिनमें, मान 
लीजिए, 3,9, शामिल हैं, तो हम देखेंगे कि वे 80 (7/0-४72०2) है | इसी प्रकार, 
3,% के पद --(9,0०.--020] ) हैं । अत: हम यह कह सकते हैं कि 6 में एक पद 

(0। ०2) >६ (9 १2) 
है जहाँ (9,०.) दाग तात्पर्य उस डिटमिनेंट से है जो (७) की प्रथम' सरणी के अंतिम 
दो स्तंभों से बनता है | इसी प्रकार (899) का तात्पर्य द्वितीय सरणी से प्राप्त 
संगत डिटमिनेंट से है । 
इससे यह स्पष्ट हो जाता है कि यदि & का प्रसार किया जाए तो उसमें 
निम्नलिखित पद होंगे-- 

(0० ) (9१2) + (०००) (१००) + (9402) (०३९०) ; (2) 
इसके अतिरिक्त, (2) में वो झ्ारे पद जा जाते हू जो & के प्रसार में संभवत: हो 
सकते हैं । अतएव 6, (2) के सब पदों के योग के वराबर हैं । 

() की सराणियों से बच सकने वाले, दघितीय कोटि के 
डटसमिनेंटों के सब गुशनफलों के योग के बराजर होता है । 
अब, 8, 8, . .,६, . .,। पर गोर कोजिए और यह मानकर चलिए कि ८ इनसे 


नम 

न्य 

53६ 

नर) 

का >शी 
बा 

हे # 

हि । 
एक." 
२] 
:, 


7-वाँ और ६, '-वाँ अक्षर है, ओर ॥<:ए है; एक एसा ही संकेतन ग्रीक अक्षरों में 
भी ले ल.जिए जो. सका संगत हो । 
दो सरणियाँ लीजिए-.- 


| # ७ ७ + फटा नजर] (प 5! न &, कर ७ 5५! 
। श श | 
|! ॥ 
कि 9 कक कक हर 5 दा ओ, ही 
इनको पंक्तियों से गुणा करने पर, ॥ कोटि का जो डिटमिनेंट बनता है दह यों है-- 
4:55।3.-0, न ५ पे 9(06. न: 0 क 


4 


[5.0. नकेल न । छ# रे छ बा जि 
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इस डिट्सिनेंट का यदि प्रसार किया जाए तो उसमें एदा पर यों होगा--नावें अक्षर £ 
के बंद सर्ची अक्षरों को शल्य के बराबर वार दाजिए, 

9840] न... न 5८) ४ 9,0, ने + २ -#४,, । | ( 4) 
800 + - - +५6] . ०० - - पक । 
जो दो डिट्मिनेंट (8।9, - .0..) और (०32. - 0) का गुणनफल होगा। इसके अति- 
रिक्त, (4) में, & के प्रसार के वे सभा पद आ जाते हैं जिनमें 2, 0, .. ., £ अक्षरों के 
अलावा और कोई रोमन अक्षर नहीं है । 


अ्रतएव, # का संपूर्ण प्रसार, ऐसे गुणनफलों का योग होता है, इन गुणनफलों की संख्या 
0, होती है, जो दिए हुए ।३ अक्षरों में से, ॥ विभिन्‍न अक्षर चुन सकने के विभिन्‍न तरीकों 
की संख्या है। हम यह कह सकते हैं कि हमने निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध कर दिया है । 


प्रमेय 4-.0 कोटि का डिट्सिनेंट ७, जो दो ऐसी सरणियों को पंक्तियों से 
गुणा करने पर प्राप्त होता है, जिनमें !४ स्तंभ और 7 पंक्तियाँ हूँ, जहाँ 7<]५, इन्हीं 


दोनों सरणियों से बन सकने वालें, ॥ कोटि के संगत डिटर्सिनेंटों के समस्त गुणन- 
फलों के योग के बराबर होता हें । 


5.2 प्रमेय ]5-.-0 कोदि का वह डिहमिनेंठ, जो उन दो सरणियों को पंक्षितयों से 
गुणा करने पर प्राप्त होता है जिनमें !४ स्तंभ और 7 पंकितयाँ हैं, जहाँ 7:>7५, शून्य 
के बराबर होता है । 


वास्तव में, इस प्रकार प्राप्त डिटमिनेंट, 9 कोटि के उन दो शून्य डिटमिनेंटों 

(2०7० (5&67रंग्रधा$) के पंक्तियों से गृणनफल के बराबर होता है, जो प्रत्येक 
सरणी में सिफ़रों (अं०॥०७) के (7-४) स्तंभ जोड़ देने के बाद आओ, ते हैं । 
उदाहरणा्-- 
8604-+9॥04  90०2+ 9002 8803-+055 
820-+7204 8202+-0202. 8203 -+- 2205 
830-7030 8302- 0392. 8303 +- 2303 | 
निम्नलिखित दो सरणियों को पंक्तियों से गुणा कर देने पर प्राप्त होता है--- 

4]. 9| 9॥ 9 

82 02 ०2. 22 

35... 25 03. 33 
और निम्नलिखित दो शून्य डिटमिनेंटों को पंक्तियों से गूणा कर देने पर भी वही 
डिटमिनेंट आता है--- 











& छ ! 0 । ।. है? 5 | () ४. 
82 02 0 ०2 392 0 । 
) 202] 74 एि 94 || 3 () । 
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प्रा वली पाँच 
3. निम्नलिखित दोनों सरणियों में प्रत्येक की 5 पंक्तियाँ और 4 स्तंभ हूँ 


] 0 0 0 0 0 0 
॥+ >+>४झ। +29] 7 ] रु जा ४-४ 
इुइ+्ई -»५ -294 7 . 5५ 9४. 55+४३ 


प्रमेय 5 के अनुसार, इनको पंक्तियों से गुणा करने से जो डिटमिनेंट प्राप्त होता है 
वह शून्य होता है। सिद्ध कीजिए कि इससे उस संबंध का पता लग जाता है जो 
समतल में किन्‍्हीं चार बिंदुओं की परस्पर दूरियों में होता है । 


2. आकाश (599०8) में किन्‍्हीं पाँच बिदुशों के लिए भी इसी प्रकार का संगत 
संबंध ज्ञात कीजिए । 


3. यदि ०, 3, %,.., आदि, 9 घात (०४7०५) के किसी समीकरण के मूल (700/5) 
हैँ, और यदि $ उन मूलों के 7-वें घातों के योग को प्रकट करता है तो सिद्ध कीजिए 
कि--- 


| थे. 8 


8 $2 $3 [+<(9-१) (७-०)? (०--9). 


(सुझाव---अ्रशनावली चार के प्रश्न 8 तथा प्रमेय 4 से तुलना कर देखिए । ) 
4. निम्नलिखित सरणियों का (पंक्तियों से ) वर्ग कर देने से जो डिटमिनेंट प्राप्त होता 
है, उसका दो अलग-अलग तरीकों से मान ज्ञात करके, सर्वेसमिकाएँ (40०09878०8 ) 
प्राप्त कीजिए ; 
() 8 ० ० (0) & ० 0०७ 86 
8 7 ० 8. ४97 ०८ 06 
5. शांकवों (००४०४) में प्रायः उपयोग में लाए जाने वले संकेतन में मान लीजिए 
95-::0.52-|- « न 2धि2-- » +»३9 
अच्छड-- 9-22, ४7४ए--9५ +7. 25525--9७-- ८२. 
5. %:%,-- ९, ४ ६-2, ; 
(४6८90/63--5 


58 


वहु भी मान लीजिए कि &, 8,. .,& क्रमशः, 5 के विवेचक (850ग्राथां॥8708 ) 
में 3, 5,..,0 के सहखण्ड (०0/80०075) हैं। मान लीजिए, ६७०५७ 22-92 2५ 
सत्ट]72- 225, ५75792--+०७॥, तो, 


9.._ »42 । 
--७५2--372+०२--278 --20५5+2प6॥. 





92] >22 
(हल :---. डिटमिनेंट यों है-- 
हाऊज+..+थट, जारझे:+- -+22<3 हि 
5 ने. .-+222, 352<४2+ . .+22<2 
और यह इन दो सरणियों का गुणनफल है--- 
4 जया खा थ। 
22 32 ८2 2 ४2 <2 
और, इसलिए, £ (922)(४,2:) है। 
लेकिन, (५४,2..) को यदि प्रा-पूरा लिखा जाए, तो यों होगा, 
किन 09 +टि। 88 नीजिन॑ण्ट! 
क्रा+092+शि. #/2+शि2+ ००: 
जो कि निम्नलिखित दो सरणियों का गृणनफल है- 
5) ४४ 2। 9 72 / 
22 22 “2 8 ८० 
झौर इसलिए, &5--97+%६£ है । 
ग्रतएव प्रारंभ वाला डिटमिनेंट, ६(५६--४॥+७0() की तरह के तीन पदों का 
योग है । 
6. भिन्‍न कोटि के डिठमिलेंटों का गुणन: 7 कोटि और 77) कोटि के डिटमिनेंटों के 
गृणनफल का जानना प्राय: उपयोगी होता है । इसकी रीति| को, (3, 02 ०३) का (०।१०) 
से गुणनफल करके समझा जा सकता है। 








8॥ 9 ० 0 9 
82 022 ०2 मर 5०2. 92 
85. 03. 03 





80-09. ५०-०9 ० 
820[न929॥.. ४202-+292202 ५०० 
830( +; 0397 8०2०2-+0392 03 
पहले और अंतिम डिटमिनेंटों का उनके अंतिम स्तंभों से प्रसार करके हम देख 
सकते हैँ कि ऊपर दिया हुआ परिणाम ठीक और सही है । ऊपर के समीकरण में 
वायाँ पक्ष यों है--- 


(४--०(०६०0 ) >< (०१०), 
.._ >सुझे इस रीति का पता प्रोफेसर ए० एल० डिक्शन से लगा । 


व्कह्कलन्‍न्‍बन- 
उकनन हनन 
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और दायाँ पक्ष, जोकि एक ही कोटि के दो डिटमिनेंटों के गुणन वाले नियम से 


प्राप्त हो सकता है, यों है-- 


2--0(8500) >< (० 02), 
दोनों संकलनों में चिहक्लों का विन्यास भी एक ही होगा । 
एक दूसरा उदाहरण इस प्रकार दिया जा सकता है--- 


| मा 


802-- 0।22 
8202 न 2292 
8302 + 2322 
8402 -: 0402 


छ 
छ2 


)] 
2 


यह परिणाम स्पष्ट हो जाता है, यदि हम अंतिम डिटमिनेंट के उसके तीसरे और 
चौथे स्तंभों से लाप्लास-प्रसार पर विचार करें । 

यह संभव है कि आपको नीचे दिया हुआ तरीका अधिक पसंद आए । यह 
अधिकरोचक न होते हुए भी शायद सरल है । 


8] 0] ०| 
82 02 ०2 
83 03 ०3 
| 9]04-+-0|)| 
820| - 020| 
850] +न- 237] 


2५ 








>यिवननन 
न्िि्स्ज 





०। )| 
02 92 | कर 
8]02-- 2422 
820०2 -- 72202 
830. +; 2392 








3 ० ०] ० 3 0 
82 022 ०० | ६ [०2 32 0 
854 03 ०03 0 0 7 
० | 
0557 
दे] 


सिारपव्दात उ०वाकवाक प्रकरपानमणकप) मना ए:/प:: अ्ाम्याकाओ | 3.8>8०क«७3 ०न++>नव्पम कपनवक अनम»»+मममा इनकम) अमन«»%म. 


अध्याय 4 
जेकोबी का प्रमेण. और उसके विस्तार 
(3400४75 कि९णशा। क्ाएं ॥5 छरॉाशाड0ा5) 
4. जकोबी का प्रमेय 
प्रमेथ 76--मान लीजिए डिटसिनेंट. (७ (272. ५) में 85 35, . .आदि 


8५ 09» आदि के सहखण्ड हैं, तो, /५ (७9: .()- ८7 
यदि हम निम्नलिखित दो डिटमिनेंटों का पंक्तियों से गुणन करें--- 





__| था 9. -. &। | रे [06 ऊ>3 .. #, 
दम 85 5, ३-० | । | ् 3. न ६4 
बा जि ++ हा खैत झि। » 
तो, ४68 +| 0 0 .. 0 
0 2४ 0 
0 0 ..2 | 


क्योंकि 8. 0.+ ७० ह8--. . +/955, तब शून्य हो जाता है जब; +%&$ और तब / के 
बराबर होता है जब 75८४. 
प्रतएव, 04/--/४, 
और, इसलिए, जब &र्च50,  &--/४१7, 
लेकिन जब / शून्य होता है तो 4 शून्य हो जाता है। क्योंकि, प्रमेय 2 से, जब 
0-70, तो, 8५ 5६--2६ 9750 जिसके फलस्वरूप, ७ का उसके प्रथम दो स्तंभों 
से लाप्लास-प्रसार कुछ शून्यों का योग ही होगा । 
झतः, जब 5८०0, /55०05८.५४7, 
परिभाषा-...0 ' को, 0 का सहखंडज (»77077) डिटरसिनेंट कहते हैं। 
प्रमेय 7-अम्ेय 6 के संकेतन में, /५” में ४, का सहखंड, ०//५०-2 के बराबर 
होता है। अन्य अक्षरों और अनुबंधों के लिए भी ऐसा ही, कहा जा सकता है | 
डिठमिनेंट 


] 0 ० + 0 ध | या] हर 
432 82 स्क ६, और 82 9५ रे ६, 
सैप्र 3 -- #5 40 कक कल 


60 


6] 


को यदि पंक्तियों से मणा किया जाए, तो, 





8॥ 432 -- थक 
0: 2९ -+४६: 70 
क्र कवर कक के के | 
00०0 ..८ | 


प्राप्त होता है जिसमें अग्रग विकर्ण ((९४०॥8 0928079 ) के बाई ओर के तथा नीचे 
के सारे ही पद शुन्य हैं । इस प्रकार, 
/ 3» ०० ६. म््न्द्ष] / हद 





8, . .. हट 
जब /५-+-0, तो इससे प्रमेय में दिया हुआ परिणाम प्राप्त हो जाता है । 

जब /७ 5-0, तो परिणाम, उन्हीं तर्को को लागू करने से स्पष्ट हो जाता है जो हमने 

प्रमेय 6 में ७ पर विचार करते समय रखे थे; प्रत्येक 8.(.--8:07 शून्य है। 
इसके अतिरिक्त, यदि हम ० में 3: के उपसारणिक (77707) पर गोर करना 

चाहें, जहाँ कि 3 वर्णमाला का 5--वाँ अक्षर है तो हम निम्नलिखित डिटमिनेंटों का 

पंक्तियों से गुणन करते हँ-- 


9-३7. .. हूं के, 58४78 2 
| हक +। मिजत *: ५ कह ४० आह, | लय 
! 0 हक. आफिस, "आय 
| « । 
| ४ + न ला बढ ६] 4 हु न है। ब० ):. । 
| 2 558. 565६ 


जिससे 200 36 कि: ७४ 
आए कल शक, (9 
08 5४० बी 25 

प्राप्त होता है जिसमें सारे ], 7-वीं पंक्ति में आते हैं और अग्नग विकर्ण में आने वाले 

/ ही वे पद हैं जो शून्य नहीं हैं। () का मान । &” है। 

2, जकोबी के प्रमेष का सामान्य रूप (ठशाशओं (कफ ण॑ उ०00१ ९०था) 
2.. पुरक उपसारणिक (6०7फ़ञॉणाशव्काॉंकाण ग्रां7075 )---2 कोटि के किसी 

डिटमिनेंट / में, किन्हीं दी हुई । पंक्तियों और + स्तंभों के भ्रवयवों से, जहाँ <79 है, 

डिटमिनेंट का एक उपसारणिक बनता है । 

जब इन पंक्तियों और स्तंभों को / में से निकाल दिया जाता है तो जो अवयव (667767[8) 
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बच रहते है उनसे ॥--+ कोटि का एक दूसरा डिटमिनेंट बनता है । इसी को उपयुक्त 
चिह्न के सहित पहले वाले उपसारणिक का पूरक उपसारणिक कहते है । 


इसमे चिह्न का निर्धारण इस नियम से किया जाएगा कि एक लाप्लास-प्रसार 
(॥.90806 ९500॥४07) सदेव £-+|,%,_., के रूप का होगा जहाँ %...... उपसार- 
णिक [9 का पूरक है। इस प्रकार 


(/8| ०| ९० 0, 
82 |» मर ५७9 06, ( ) 


है। (2) 








का पु्रक उपसारणिक +- | 72 02 

भर 6, 

क्योंकि, () के पहले झौर तीसरे स्तंभों द्वारा लाप्लास-प्रसार में +(29/०3) 
(720, ) पद है । 


प्रमेय 8--प्रमेय 6ः के संकेतन में, मान लीजिए कि £,, (५ का एक उपसारणिक 
हैँ, जिसकी 7 पंक्तियाँ और स्तंभ हैं और %, ४७ ७ के संगत उपसारणिक का 
प्रक उपसारणिक हूँ । तो 

की -%,_, (०४ (3) 


विशेष रूप से, ऊपर दिया हुआ डिटमिनेंट (), यवि / है, तो रुहृखण्डों के लिए 
प्रचलित संकेतन में 





43. 03 


जप सिम 


52 0, 
835. ९३ 


94 04 





झाइए पहले इस प्रमेय की सरल-सरल विशेष-स्थितियों (थ्४॥0पौ४/ ०४5६५ ) 
से निपट लें | यदि 7753, तो (3) एक प्रथम उपसारणिक (#8 7707) की 
परिभाषा मात्र है; उदाहरणाथं, परिभाषा से () में दिया हुआ |, डिटमिनेंट 
(०2 ०३ 0५) है | यदि, 77>] और (७७४८-0० तो भी 27.-- 0 जैसा कि हम प्रमेय 2 से 
देखते हैं । अतएव (3) सही और ठीक होगा, जब भी 755] और जब भी ३5८०. 


अब यह सिद्ध करना बाकी रह जाता है कि (3) तब भी सही और ठीक होगा जब 
और ठीक होगा जब 77>] और ७-८0. 


इसलिए मान लीजिए, ए-> ।, यह भी /७ «0; यह भी मान लीजिए कि ७, /& 
का वह उपसारणिक है जिसके अ्रवयव, पंक्तियों और स्तंभों में, ५ के उन अवयवों के संगत 
हों जिनसे 20५ बनता है । तो, पूरक उपसारणिक की परिभाषा से, उपयुक्त चिह्न के साथ 
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८ के एक लाप्लास-प्रसार में +]५%,__- पद होना चाहिए, अतः, ७ को इस रूप में 
लिख सकते हैं--- 


2५ अन्य अवयव 


न आओ आओ आननड टलजी अत ही लि जज अजजनन अमन न न» 


कक अफापमारप कैग्पपपकान), डिपप।-काा भ्रापका-बआपक सिपाया सा फैदापथ ककाओं, कक. 


अन्य अवयव | +%-. 


हे 


कि. जि, अफ जल कलम. आर कक कम लि कीलाह 


कक हेमा 


इस प्रकार प्रमेय को तब सिद्ध कर देना ही पर्याप्त होगा जब *%, /५ की प्रथम 
7 पंक्तियों और प्रथम ए स्तंभों से बनता है । यही इस समय हम करेंगे। 
मान लीजिए, वर्ण माला के पहले + अक्षर 6, . .,£ और बाद के 7--7 भ्रक्षर 
ए,... ६ हैं। 
निम्नलिखित गुणनफल को देखिए-- 


। 2 475 5 के नल 5, 8| «-«- | | 5 8 ! 
आम 8 4 
0 «-«- 0 74 «++ 0 2५ 
0 <-. 00 .-! ० 2०, शक 5 « ि 


इसमें पहले डिटमिनेंट के अग्रम विकर्ण के अंतिम 7-7 अवयव १ हैं, और अंतिमवान' 
पंक्तियों के शेष सारे अवयव 0 है । उपयुक्त गृुणनफल से हमें निम्नलिखित डिटमिनेंट 


प्राप्त होता है । 
0 बा उ ) 5 
| 0 .. ७ 0 .. 0 
| ्‌ न] | ! का न १ ० | 
| 
| ॥५ ४ * ० न ५ 7+] ० प्रा 


दूसरे शब्दों में, 
शा, 2 05०८५ %..७ 
झौर इसलिए, (3) तब भी होगा जब 
77>2] और (८७७६0. 


ग्रध्याय 5 
सममित और विषम-सममभित डिटमिनेंट 


(िज्माहलंफाट्एयों शैगते 5६6चछ-5५जार्ठलेट्यो 
छिलिल्त्मरांगब्रत 8) 
],. डिठमिनेंट | 9.5 | को सममित कहा जाता है यदि प्रत्येक £ और $ के लिए 


दे 
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सर 
डिटमिनेंट ७... को विषम-सममित कहते है यदि प्रत्येक 7 और & के लिए 
2५55-०४... हो । इस परिभाषा का एक सीधा परिणाम यह होता हैँ कि ऐसे डिटमिनेंट 


के प्रग्रग विकर्ण में सारे अ्रवयव ग॒न्य होते हैं, वयोंकि 8, 75-2७ - 


2. प्रमेय 9. विषस कोटि के किसी विषम-सममित डिटमिनेंट का मान शून्य होता 
हे । 

डिटमिनेंट के मान में कोई अंतर नहीं पड़ता यदि पंक्तियों और स्तंभों का विनिमय 
(/०श्या£०) कर दिया जाए एक विषम-सममित डिटमिनेंट में इस प्रकार के 
विनिमय का श्रर्थ यह है कि पहले वाले डिटमिनेंट की प्रत्येक पंक्ति को-] से गृणा 
कर दिया जाए, श्र्थात्‌ सम्पूर्ण डिटमिनेंट को (-)” से गुणा कर दिया जाए। इसलिए 7 
कोटि के विषम-सममित डिटमिनेंट के मान में कोई अंतर नहीं पड़ता यदि उसको 
(-)” से गुणा कर दिया जाए; और यदि 7 विषम (0060) है तो यह मान शून्य 
होगा । 


3. इससे पहले कि हम सम कोटि (०एथ॥ 076८7) के डिटमिनेंटों की चर्चा करें, हम 
विषम कोटि के विषम-सममित डिटमिनेंट के प्रथम उपसारणिकों पर ध्यान देंगे । 


विषम कोटि का एक विषम-सममित डिटमिनेंट | 9.६ | लीजिए । मान लीजिए 
कि इसकी 7-वीं पंक्ति और $-वें स्तंभ के अवयव ४.५ का सहखेंड (००४००) ४.5 है 
तो 4.5 वास्तव में (--) "7 6७ है, अर्थात्‌ 8.,55/५ , क्योंकि 5.६ और #/ में 
केवल यही अंतर है कि / में पंक्ति के बदले स्तंभ और स्तंभ के बदले पंक्ति की जाए, 
श्रौर जेसा हमने 82 में देखा है, /« का कोई स्तंभ, उसी की संगत पंक्ति का (--) 
गना होता है; इसके अतिरिक्त, ४, बनाने में हम / की ॥-- पंक्तियों के अ्रवयवों 
को ही लेते हैं । 


4. ग्रभी हमें एक और प्रारम्भिक परिणाम का अध्ययन करना है : वह ऐसा है कि उसका 
प्राय: अन्यत्न उपयोग हो जाता है । 


प्रमेध 20. डिटर्मिनेंद | 8 #ा८ -« शत 5 ।| 
82] 322 820. 2५2 ं 
| 
० न | ( है ) 
। 20] 8.2 59 मै क | 
| ५, ५. कर. 868 ', 
ष् 


च्| 9.5 | 2 45 है ह ६ 2) 
| 


जहाँ ,६ वास्तव में, | &5 | में »६ का सहखंड है । 


प्रसार का वह पद जिसमें कोई भी और कोई भी ५ नहीं है »,.. | ५ है । 
जिस पद में , ९५, है वह $ को, &, के अलावा समस्त »% को, और ४, के अलावा समस्त ४ 
को शून्य रखने से प्राप्त होता है। ऐसा करने पर हम देखते है कि &,५४, का गु्णांक “0५ हैं 
लेकिन, () का, उसकी।-वीं और (7--) वीं पंक्तियों से लाप्लास-प्रसार करने पर हम 
यह भी देखते हैं कि &,५, और 9,,5 गृणांकों के चिह्न विपरीत हैं। इसलिए, 2.४, का 
गुणांक - 6. है । इसके अ्रतिरिक्त, प्रमेय. (3) की तरह जब & का प्रसार किया 
जाता है तो प्रत्येक पद में या तो $ होना चाहिए या एक गुणनफल #,, ४.. अतः, (2) 
में 8 के प्रसार के सारे पद आ जाते हैं। 


5. प्रमेय 2. 2॥ कोटि का कोई विषम-सममित डिटमिनेंट, अपने 
अवयवों के किसी बहुपद फलन का वर्ग होता है 
प्रमेय 20 में, मान लीजिए कि | 9, | , 27--] कोटो का एक विषम-सममित डिटमिनेंट 
है ; इसलिए प्रमेय 9 से उसका मान शून्य है। अब, मान लीजिए कि ४,5८--४,, 
85-50 जिसके फलस्वरूप, प्रमेय 20में दिया हुआ डिटमिनेंट (), 20 कोटि का एक 


विषम-सममित डिटमिनेंट हो जाता है। उसका मान निम्नलिखित है--- 
॥8। 8 | 
£& ५» 495 > ५ 5. (3) 


ल्ल्य 8न्‍574 

चूँकि, | 8,, | 50, 4,.,.77/५:2.. (प्रमेय 2), 

याने 25-०6... ४.., और ै.,]/0।[57:५5/२5 

या 8,,5-४७ ४५६/7- अतएवं (3) यों है--- 

(<(५5/७।--२४०५/४५०-८ . . . . - 50% ५७) (4) 
यहाँ ४, से पहले आने वाला चिह्न (-)7 है, और इस प्रकार चुना गया हैं कि--- 
0ज77(- 25 (0|0.0) - 

अब ै/,,।, ह॥ 8. स्वयं भी 27--2, कोटि के विषम-सममित डिटमिनेंट हैँ, और 
यदि हम यह मान लें कि प्रत्येक अपने अवयवों के, 7--4 घात के, एक बहुपद फलन का 
वर्ग हैतोीं (4), 9 बात के एक बहुपद फलन का वर्ग हो जाएगा । अतः हमारा प्रमेय 
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20--2 कोटि के किसी डिटमिनेंट के लिए यदि सत्य है तो वह 20 कोटि के डिटमिनेंट 
के लिए भी सत्य होगा । परंतु, 
। 0 4(] तप 5] 5 
[नञ+व!]। 0 
और, ञ्रतएव, एक पूर्ण वर्ग (9थाह्ठ 5वृप्क्षा०) है। अतः हमारा प्रमेय सत्य है, 
जब 75"5१, 
ग्रागम (7700०607) से यह स्पष्ट है कि यह प्रमेय, ॥ के सारे पूर्णांक 
मानों (7768»' ४४४८७) के लिए सत्य है । 
6. प्फाफ़ियन (796 एशिीशिा) 
वह बहुपद प्फ़ाफ़ियत कहलाता है जिसका वर्गं, सम कोटि के एक विषम-सममित 
डिटमिनेंट के बराबर होता है, इसके गुणधर्मों और डिटमिनेंटों से इसके संबंधों का 
विस्तृत अध्ययन हुआ है । 
पाठक द्वारा इनके वांछित अध्ययन के लिए यहाँ हम केवल संदर्भों का ही उल्लेख 
करेंगे । प्फ़ाफ़ियनों की चर्चा रोचक होते हुए भी इस पुस्तक में नहीं की जा सकती, 
क्योंकि उनका केवल विद्यप प्रयोजन और भ्रभिप्राय से ही अध्ययन आवश्यक होता है । 
जी० सेल्मन, लेसंस इंट्रोडक्टरी टू दी मॉडने हायर अलजब्रा (डबलिन, 585), 
पाँचवाँ अध्याय । 
एस० बर्ना्ड एंड जे० एम० चाइल्ड, हायर अलजनब्रा (लंदन, 936), $22, नवाँ 
अध्याय । 
सर टी० मुअर, करद्रीब्यूशंस द्‌ दी हिस्द्री ऑफ डिट्सिनेंद्स ॥-५ खंड, (लंदन, 
890-930) । इस इतिहास में डिट्मिनेंटों के सिद्धांतों के प्रत्येक विषय 
की चर्चा है | यह बड़े अच्छे ढंग से लिखा गया है और एक संदर्भ के रूप में 
इसका हवाला गंभीर अनुशीलन के लिए दिया जा सकता है। इसमें चर्चा पर्याप्त 
विस्तृत है और नौसिखिए के लिए कुछ कष्टसाध्य भी है । 
प्रशनावली छ: (विधी) 


3. सिद्ध कीजिए, 


8]] 8]2 «- - - 8४ ४] 
था 9 कई 
902 * + * 770 8 । 
हर 5, ॥ 0 


कण वि ने “नी शैडाडप४) अपन: "2 
जहाँ, &/5, | 5५५ | में ,, का सहखंड है। 
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यदि 9,६5०8/६ और (95-८0 तो सिद्ध कीजिए कि उपलिखित द्विघाती सम- 
घात (६ए०४०४४॥० #0777 ) को इस प्रकार भी लिख सकते हैं । 
(लखन . | , 2) //॥7. 


| टी 2$ 
72 यदि आप पड 5 हक 8.५5 |.2 4५ के 2/९.] व्प्ड्ड नस + थे. 75 ध्च्द् 4... ० 
रे 








॥ज5३ $8ल्‍-॥7 के 
और ॥८<॥, तो सिद्ध कीजिए, कि निम्नलिखित 5।,००, , . . ,४६ से स्वतंत्र है । 
है 8 442 ४ हर «. . क[( 2 ५१, 
[+2 422 * 42[: | 
रत गुर»... - गठ् अप 
५ ही 5 न न 2५८ 5 


सुझाव :--प्रश्न का उपयोग कर, 27/ 25, पर विचार कीजिए और 
प्रमेय 0 का प्रयोग कीजिए । 

3... 075(3203०%), /५०7०(७३०५0)),  0३7०(०४०००),  /&47८(87020०), और 
6४ ५, 2७ में 8. का सहखंड है। सिद्ध कीजिए कि, ७5०--७२., और 
8-४ , और यह भी कि :-- 

0. 202 ४23 550, 

9 83 #$5 8| 82 85 

कह कै: की (0 
सुझाव :-- [प्रमेय 37 से )83304--870355-० ७३ श्रब प्रमेय 0 का प्रयोग 

कीजिए । 4. /५, यदि ॥ कोटि का एक डिटमिनेंट हो, ७४, “का एक प्रतिनिधि 

अवयव हो, 2... ८७ में ७.५ का सहखण्ड हो श्रौर & +-0. तो सिद्ध कीजिए, 


खत /0/६. 2. -+- शी 0 
432] 2227: 0/४ «- 420 


9 # & क# ७ ७ # 8७ $# ७ +# +% &७ &#& +$+ के क्ष ९ $+ ४ * $ ७ 


[8032 80352। 2३ 











१ 
मर 4.2 बल गा 0 े 
जब भी । 8[[- 7४ ६95 8[,. >> 
| 42] 8227 घटा 
। 8, 4 व धत जा गा 


5. सिद्ध कीजिए कि अंतरों (क्रक्षिणा००७) के चिह्नों में उचित और उपयुक्त 
विन्याप्त के सहित -- 

| झ्ो। ७ ०005७ 2॥ 26 ०08 26 [55256 वां डं॥ 5 (०-9) . 
870 3 0088 ४॥28 0०082 
झा | 005५ ४॥ 29% ००5 2 % 
आत 6 6056 87 26 008 20 
ढतडा 2 02088 87 28 0०05 25 


मिकममाकी.. कदम... किबमााी,.. मई, 
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8. सिद्ध कीजिए, ७-5 | »5 | भर यदि संकलन की परिपाटी (छा &707 
००7ए९८४४०॥) का अनुसरण किया जाए, (मूक अनुबंधों के लिए केवल श्रीक 
अक्षरों का ही प्रयोग किया जाए ।), तो प्रमेय 0 के परिणामों को इस प्रकार प्रकट 


कर सकते हे---- 
ह्‌ 40 नः0 तन 870 /.. जब 7<-# 5, 


805 0०६ ८3774 +७6 2 56. “वें 77२8. 


यह भी सिद्ध कीजिए कि यदि ॥ चर »£ दूसरे 7 चरों 3 से #;-»०/०5० के रूपांतरण 

(8780 77207) द्वारा संबद्ध हों तो--- 5355 0820- 

7. प्रमेय 9 को, दिए हुए चक्रक (०ंग८पॉथया) और डिटमिनेंट (७॥,७), - -०४) के 
गृणनफल दवारा सिद्ध कीजिए, जहाँ ७, . -७५ एक (एप) के ग-वें भिन्न-भिन्न 
मूल हैं । 

8. सिद्ध कीजिए कि, यदि ((9)5-2/(७)5-॥.(9) जब 75-, 2, 3 तो निम्नलिखित 

डिटमिनेंट में, जिसके अवयव, > में बहुपद हैं, (४-8)? एक खंड है । 
५४). 800) 00) | 
45) 825) ॥2(5) 
4५४) 83(५४) ॥3(2) ह 

[सुझाव: एक ऐसे डिटमिनेंट पर विचार कीजिए जिसमें ०(--०-००, ०2००००-०, और 

शेषफल-प्रमेय. (7थाक्षांग्रत७ ॥॥6060) का उपयोग कीजिए] 

9. यदि किसी डिटर्मिनेंट के अ्वयव, » में बहुपद हैं और जब>--० हो तो यदि 7 स्तंभ 

(पंक्तियाँ) बराबर हो जाते हैं तो डिटमिनेंट का एक खंड (४--2)77 है। 
40. जब 75:75, 8|55७८--७५०२!, 32578 और ४555४” हों तो इस क॑ी। स्वतंत्र 
उपपत्तियों द्वारा कि डिटमिनेंट और गुणनफल दोनों 
(६८--४-+- 3)(3- )4(४४+- 397 -+- 432-- 28-+- ) 
के बराबर हँ--प्रमेय 9 की जाँच कीजिए । 


भाग ता 
संदिक्स (५ परा(&) 


अध्याय 6 
परिभाषाएं और प्राथमिक गणधर्म 


4,. एकघात प्र तिस्थापन ( स्व 9िप्रोषापरा075 ) 


वास्तविक या संमिश्र ((69! 097 ००77]७5)7 संख्याओं पर हम दो प्रकाश से विचार 
कर सकते हैं। पहला, यह कि वे अलग-अलग सत्ता वाली 5।, 5५, . .,5४ संख्याएँ हैं; 
दूसरा यह कि उसकी केवल एक सत्ता 5 है और उसको उसके 7 टुकड़ों में, या घटकों में, 
इच्छानुसार अलग किया जा सकता है। उदाहरणाथे, साधारण त्रि-विम आकाश में, 
(77286-07०75079।| 504०6 ) , किसी बिंदु 0 से गृजरने वाले कुछ अक्ष दिए हों और 
किसी दूसरे बिंदु ? की स्थिति इन अक्षरों के सापेक्ष निर्देशांकों से निर्धारित की जा सकती हो 
तो हम बिंदु ? पर, अथवा दूरी 0? पर दो प्रकार से विच[र कर सकते हूँ, वेक्टर (४८०४०) 
0? के (अथवा थिंदु ? के) रूप में और उसको 5 से प्रकट करें या हम अक्षों के अनुदिश 
वेक्टर के घटकों (००ग्रा707०703) 5।, 22, 53 को प्रमखता दें और ४ को (५,, 52, 53) 
से प्रकट करें। 

जब हम 5 को केवल एक अस्तित्व या सत्ता का मानते हैं तो उसको हम एक 
'संख्या' (7परा0/०) कहते हैं। यह किसी संमिश्र संख्या 2 के अध्ययन में प्रचलित 
रीति का ही हल्का-सा विस्तार-सा है जो, वास्तव में, ” और 9 दो वास्तविक संख्याओं का 
युग्म| होती है । 

अब, मान लीजिए, दो संख्याएं > और >, जिनके घटक क्रमश: 5, 52, . .,४० 
और 5,, ४, . .5. हैं, निम्नलिखित 7 समीक रणों के एक समुच्चय द्वारा संबद्ध है--- 

चत्काएन रेट | - - - पथ (7 57,. 37), (१) 
जिसमें 2,. दिए हुए अचर ॒हैं। 

(उदाहरण के लिए, निर्देशांक ज्यामिति में अक्षों के परिवर्तेव (८्राइ6 ० 
35०5) पर विचार कीजिए जहाँ £. और ४, एक ही वेक्टर के घटक हूँ जो अक्षों के अलग- 
अलग समुच्चयों के सापेक्ष हैं।) 

वास्तविक या संमिश्र, 72 संख्याओं के समुच्चय के लिए ४ को संकेतल 
(80/8007 ) के रूप में लाइए-- 


8|]4 8]2 +: 2[5 
82[ 822 **- १2० 


'देखिए--- जी० एच० हार्डी, प्योर मेथेमेटिक्स, अध्याय तीन । 
ह। 
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झौर 65 संकेतन से उस 'संख्या' को समझिए जिसके घटक () समीकरणों के दाहिने 
तरफ के व्यंजकों के दवारा दिए जाते हैं। तो प्रतीकात्मक रूप से () के समीकरणों को 
हम यों लिख सकते हैं--- 
ऋ--१५ (2) 

थोड़े से श्रम्यास से ही पाठक यह जान जाएगा कि जब भी () की तरह के समी- 
करणों पर विचार हो रहा हो तो केवल (2) की तरह के प्रतीकात्मक समीकरणों के 
लिखने से ही काम चल सकता है । 
2. सेट्िक्स-योग समझने के लिए एकघात प्रतिस्थापन 

(शआाश्थ्ा' 5फरेडीधि[|णाड 35 3 200९ 00 ॥4075 30007) 

वेक्टर ज्यामिति का यह एक सुपरिचित तथ्य है कि दो वेक्टर ४ और ५४, जिनके 
घटक क्रमश: 5,, ४. |. और ५।, ५४., ४५ हैं, का संकलन अथवा जोड़ एक बेक्टर 
2.या हे. श होता है जिसके घटक & ,+ ४, ४,-+-२,, ४३-४३ होते हैं । 

अब, एक संख्या 5 और एक संख्या > पर विचार कीजिए जिनका संबंध 


यो है--- 
अ-65, (2) 
जहाँ 2 का झर्य वही है जो $ में है। एक दूसरी संख्या ४ भी लीजिए, जो इस प्रकार है--- 
९-85, (3) 
जहाँ, 8 इन ७ संख्याओं के समुच्चय का प्रतीक है--- 
9|। 9)2. -«. 9 
ण्पा 9.2 9 


झोर, (3) निम्नलिखित 7 समीकरणों का एक प्रतीकात्मक रूप है--- 
पृ:८ तह + न - - + रा. (75, 2, . .,7 ) 
स्वभावत:, हम समतल में अथवा आकाश में, वेक्टरों की तुलवा के बाद, ऋ--४ से उस 
संख्या' को प्रकट करते हैं जिसके घटक #,-+-४५, हें । परंतु 
की ( 2 ना णित ) झं। नी ( 8.27 953 ) 2 «० « | 8७ 75 ) रे, 
झऔर इसब्रिए हम 


औनी ४5१ -+9)5 
लिख सकते हैं बशर्ते कि हम &+-8 से निम्नलिखित 7: संख्याओं के समुच्चय को समझें- 
8॥3- 9!] 82-+90॥2. --  ध्ग्र/ 09 
8.,] न-929॥ ा2 7 202 ६5 हु नल 


इस प्रकार हम & और 8 जसे दो प्रतीकों के योगफल अथवा जोड़ की परिभाषा 
की तरफ बढ़ रहे हैं। अगले परिच्छेद में हम इसका सक्ष्मत! से अ्रध्ययन करेंगे । 


है 





3. संद्रिक्स (७॥४००४) 

3.3. पिछले परिच्छेद में & और 8 जिन समुच्चयों के प्रतीक हैं उनमें स्तंभों और 
पंक्तियों की संख्या बराबर थी । अब जो परिभाषा हम देंगे उसमें इस बंधन' को नहीं रखा 
जाएगा और उन समुच्चयों पर भी विचार होगा जिनमें स्तंभों और पंक्तियों की संख्या 
गलग-अलग हो सकती है । 


पारभाषा 4.---वास्तविक या संसिश्च, ता संख्याओं की एक सरणी को, जिसमें 
70 पयंक्तियां और 9 स्तंभ हों, मंट्रिक्स कहते हैं । 


8[[ 442 -. था | 
82]. 922 42. 
ध0]ा वाक2 +ौ] थकव्यता । 


जब ४॥--0 होता है, तो सरणी को 0 कोटि का वर्ग सेट्रिक्स कहते हैं । 


लिखते समय एक मैट्रिक्स को प्राय: केवल एक अक्षर & या ० या और किसी प्रतीक 
से ही प्रकट करते हैं। उदाहरणार्थे, परिभाषा में दिए गए मैट्रिक्स के लिए एक प्रचलित संके- 
तन [»%७) हैं । इसमें गुरु कोष्ठक (54०० ०8०८०) का प्रतीक भी परिपाटी से ही, 
यह बताने के लिए चला आ रहा है कि हम डिटमिनेंट पर विचार नहीं कर रहे हैं । इसको 
सुविधा के लिए मेट्रिक्सः पढ़ा जाता है । 
जैसा हमने देखा कि मेट्रिक्सों का विचार एकघात प्रतिस्थापनों से आरंभ हुआझा 
जिनकी चर्चा $2 में की गई है | लेकिन, 82 के & में, और किसी मैट्रिक्स को प्रकट करने 
वाले «४ में एक महत्वपूर्ण ग्रंतर है । प्रतिस्थापनों में, » को किसी संख्या 5 के संकारक 
(०7०७४657) या संक्रिया करने वाले की तरह समझा जाता है। मैट्रिक्स की परिभाषा में 
& के इस आशय को, जो किसी और चीज़ के सापेक्ष हो, जानबूझकर छोड़ दिया जाता है 
जिससे कि मैट्रिक्स संकेतन विस्तृत अर्थों में प्रयुक्त हो सके । 
3. 2. अब हम कुछ ऐसी परिभाषाएं देंगे जिनसे ७-83, &-8, 26, आदि 
प्रतीकों के अर्थ सक्षम और सुनिदिचत रूप से नियत किए जा सकें, जब & और छे दो 
मैट्रिक्सों को प्रकट करते हैं । 
परिभाषा 2.--दो मैद्रिक्स & और 8 योग के लिए अनुकलनीय (200- 
ए0ए8४७छ ,ए ए08 &»आगए"॥0) होते हैं जब प्रत्येक में पंक्तियों की संश्या एक 
और प्रत्येक में स्तंभों की संख्या एक ही हो । 
“इसका तात्पय यह है कि जितनी पंक्तियाँ ४ में हैं उतनी ही पंक्तियाँ # में हैं, 
इसी प्रकार जितने स्तंभ # में हैं उतने ही 8 में हैं ।' 
परिभाषा 3.---योग (80077707)-एक संट्रिक्स ४, जिसकी 7-दीं पंक्ति और 
5-दें स्तंभ का अवयव ०5 है और एक दूसरे मेद्िक्त 8, जिसकी :-वीं पंकित और $-वें 
6(990068/63 6 
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स्तंभ का अवयव 0,. है, के योग अथवा संकलन की परिभाषा तभी सार्थक और 
संसव है जब ४, 9 योग के लिए अनुकूलनीय हों, और तब उसकी परिभाषा 
उस मंद्रिक्स से दी जाती है जिसकी 7-वीं पंक्ति और 5-वें स्तंभ का श्रवयव 8,.-+ 7.६ 
है । 


संकलन को /+--9 से प्रकट करते हें । 
| / || और | | दोवों मैट्रिक्स 
झलग-अलग हैं; पहले वाला 2 कोटि के किसी वर्ग मेट्रिक्स (5००४० 70875) के साथ 
नहीं जोड़ा जा सकता, जब कि दूसरा जोड़ा जा सकता है; जैसे; 
[2 ५] न 9 0 9 | बज [2 +79| 2 | 
82 0 92 ०. 82-02 ०० 
परिभाषा 4.--मेद्रिक्स 4 वह मेट्रिक्स है जिसके अवयव ४ के अवयबों को -॥ 
गुणा करने पर आते हें । 
परिभाषा 5.--व्यवकलन (8ए08788८४१0२) 
ै- 3 की परिभाषा या व्याख्या ४+(-95) से दी जाती है। इसको दो 
मेट्िक्सों का अंतर कहते हें। 
उदाहरणार्थ, मैट्रिक्स --४ परिभाषा के अनुसार, मैट्रिक्स [--8, +--४] है, 
जहाँ  एक-पंक्ति का मैट्रिक्स [9, 0] है । साथ ही परिभाषा 5 से, 


[०० [० ०॥ [०० [-८-०| 
“702 “02 
झोौर यह, परिभाषा 3 से, 
[2 “92 0- | 
०-०० 0,--02 
के बराबर होता है । 
परिभाषा 6.--एक मेट्रिक्स, जिसका प्रत्येक अवयव शून्य है, शन्य-मैद्रिक्स 
(प्रणात, ॥»पराड) कहा जाता है और ०0 लिखा जाता है 
परिभाषा 7.--दो मैद्रिक्स & और 8 समान कहे जाते हैं, और हम &--8 
लिखते हैं, जब दोनों मेट्रिक्स योग के लिए अनुकूलनीय हों और ८ का प्रत्येक अवयब, 
छ के संगत अवयब के बराबर हो। 
परिभाषा 6 और 7 से यह स्पष्ट हो जाता है कि “8--४8' और “8--8-- 0' का 
तात्पर्य एक ही होता है, श्र्थात्‌ यह कि प्रत्येक ७.. प्रत्येक संगत 9,. के बराबर होता है। 
परिभाषा 8,--किसी संख्या दुवारा गुणन 
यदि 7 कोई, वास्तविक या संमिश्र, संख्या है और 4 कोई मेट्रिक्स है तो 74 


एक ऐसा मेंट्रिक्स कहा जाता है जिसका प्रत्येक अवयव 4 के प्रत्येक संगत अवयव का 
7-गुना होता है 


+5 


उदाहरणार्थ, यदि 
8॥ 90॥7. 39॥ 39 
*नत व. को ३8०३० 30. | 

3, 5 और 8 परिभाषाओं से यह स्पष्ट है कि यदि हम &+-2 के स्थान पर 2, 
50- 2/ के स्थान पर 34, आदि-आदि, लिख दें तो वह न्याय संगत होगा । इसी तर्क के 
विस्तार से हम यह भी कह सकते हैं कि किसी मेट्रिक्स को अनेकों मट्रिक्सों के योग या 
संकलन के रूप में भी लिखा जा सकता है, उदाहरणार्थ &+.5+24+--(8+7)£ के 
बदले (4--7) & भी लिखा जा सकता है । 


3.3 अरब, क्योंकि मैट्रिक्सों का योग या व्यवकलन सीधे उनके अ्वयवों के योग या 
व्यवकलन पर आधारित होता है जो वास्तविक या संमिश्र संख्याएँ होती हैं, यह कहा 
जा सकता है कि साधारण बीजगणित में योग के लिए जो नियम लागू होते हैँ वही नियम 
मैट्रिक्सों के योग में भी लागू होते हैं; बीजगणित में योग और व्यवकलन में जो नियम लगते 
है वे यों हैं-- 

(7) साहचर्ये-नियम (3550८97५७ 9छ), जिसका एक उदाहरण है-- 
(8&--2)+०5"-७--(०--०), 
जिनमें से प्रत्येक को ७+-9+० से प्रकट किया जा सकता है । 

(४) कमविनिमय नियम (००छाधाां&ं४० /99), जिसका एक उदाहरण यों 

है।*« 
3-+97550-+-9 ; 
(78) बंटन-नियम (0$777प४४० ॥9छ), जिसके उदाहरण इस प्रकार है--- 
7(8-+- 0) 5579--70, --(8--0)55--६+- 79? 
मेट्रिस समीकरण (७2+8)+०७--७+-(8--८) को (»&+9)+-०5८-७ 

+(9+0०) का सीधा ओर संलग्न परिणाम ही कहा जा सकता है, जहाँ हृुस्व अक्षर, 
(9, 0, आदि ), 6, 3, ८ मेट्रिक्सों की (मान लीजिए), 7-वीं पंक्ति और $-वें स्तंभ के 
अवयवों को प्रकट करते हैं, और प्रत्येक संकलन को &--3--(! से प्रकट किया जा सकता 
है। इसी प्रकार, मैट्रिन्‍्स समीकरण &---35--3--./ को भी 9७--०5-०--० का सीधा 
झऔर संलग्न परिणाम कहा जा सकता है । अतएव, साहचय और क्रमविनिमय के नियम 
योग और व्यवकलन के लिए संतुष्ट हो जाते हैं श्रौर निम्नलिखित व्यंजक परस्पर सही 
और दुरुस्त हैं--- 

&-+-8--(0--0)--७0--8--0०0-+-0 

उ्+(3+-0)+(&+-7) 

आदि, आदि । 
दूसरी तरफ, इस आधार पर कि 

7(2-4-270)5-५१9-- ४४) 


+6 


जब 7, 8, 5, वास्तविक या संमिश्र संख्याएँ हैं, यद्यपि हम 
४७-+ 9) 8 +7 9 
लिख सकते हैं जब, 7, वास्तविक या संमिश्र कोई संख्या है, हमने वास्तव में अभी 
तक २(५७+४8), ४८, २७ आदि प्रतीकों का अर्थ निदिचत नहीं किया है, जब 
8, &, 8 सब ही मेट्रिक्स हैं ! इसकी चर्चा हम अगले परिच्छेदों में करेंगे । 
4. मेदित्स गुणन के लिए एकघात प्रतिस्थप्यन (शाह 5फ्/डतफधंणा5 
48 4 शएुषंबेर (0 साधाएह फणेधपरफ्रटइ00 
निम्नलिखित समीकरणों को देखिए--- 
अं कतक५] न॑ 88202: 9-5 9||2| न 9222 | ( )) 
(277820]- 32292. 9५/5+०2(2| + 02222 ह। 
जहाँ & और 9 दिए हुए अचर (०0750703) हैं। इनकी सहायता से हम 5,, 5५ को 
8, ७ और 2;, 22 के पदों में व्यक्त कर सकते हैं; वास्तव में, 
४" वशिणि- 8202॥)2| हि ( 0,278॥ 2022)22 । (2) 
5२८८ (320]4-7982202)2 न (820]2-7422022)22, 
यदि $ १ के संकेतन का प्रयोग किया जाए तो ऊपर () के समीकरणों को इस प्रकार 
लिखा जा सकता है--- 


व्प्औएछ, . एन्नडिट (! &) 
गौर यदि 5 को सीधे ही 2 के पदों में कहें तो, 
हब छि2, (22) 


बदतें कि हम 28 का मतलब यह लगाएं कि (28) वास्तव में (2) के समीकरणों 
कः एक प्रतीकात्मक रूप ही है; अर्थात्‌ ४8 से निम्नलिखित मैद्रिक्स का मतलब लिया 
॥ 8॥0[7 9]2020,.. थि72 7 942092 ६ 


जाए, 
। (3) 
_820-+42202॥,... 3202- 922022 ॥ 
इससे हमें » और # दो मेट्रिक्सों के गुगनफल “8 की श्रौपचारिक परिभाषा का 
झाभास मिल जाता है । लेकिन इस परिभाषा से पहले, सुविधा की दृष्टि से, दो संख्याओं, 
के आंतरिक गुणनफल ($०487 9000८) की परिभाषा दे देना अधिक उचित 
होगा । 
5. दो संख्याञ्रों का आंतरिक गृषनफल (एक इटगेद्ा' काल 07 ाशः 
एाःछछ0टए ७ ए० शधष्ा05) 





परिभाषा 9-.भान लोजिए, 8! में दिए गए कर्थों में, ४ और 9 दो संख्याएँ है । 
इनके घटक यदि 5, 52,. - .. 5. और 9॥॥, ५३,. ..ढ, ५0 हैं तो हा श्+ड४०+. . - 
+559, की दोनों संख्याओं का “आंतरिक गुणनफल' कहते हें । दोनों संख्याओं के घटकों 
की संख्या यदि 7 और 7 हैं और यदि 70: 7 हो तो आंतरिक गृुणनफल' अथंहीन हो 
जातः हे अर्थात्‌ संभव नहीं होता । 


हक 


वर्णन की दृष्टि से इस परिभाषा का उपयोग करते समय हम संख्या शब्द को कुछ 
विस्तृत और विशवद भअर्थों में लेंगे । इस प्रकार, यदि हमारे पास दो मेंट्रिक्स [9.६) और 
(9:5] हे तो, 
8॥0]2-7942022“9]3032-7- - -74]7792 (3) 
से हमारा तात्पय, [9.६] की पहली पंवित का [95] के दूसरे स्तंभ दवारा आंतरिक गुणन- 
फल से होगा, दूसरे शब्दों में, [8..] की पहली पंक्ति को हम एक ऐसी संख्या मान लेते 
हैँ जिसके घठक (&।॥, ६७ - - » शत) हैं। इसी प्रकार [75] के दूसरे स्तंभ से 
हमारा मतलब उस संख्या से होता है जिसके घटक (52, 522, . . ., 952) दें ! 


6. मेद्विक्स गएणद (७३8४ंड फ्रणाशंकराटडाि07) 


6.4. परिभाषा 40--दो संद्रित्य &, छे फो, गुणनफल ४४ के लिए अनुक्लनीय 
(00४70ए४0५एछ 8 #08 पम्तछ एएछठ5एएए ४8) कहे जाते हें जब 5 में 
स्तंभों की संख्या, 8 में पंक्तियों की संख्या के बराबर होती है । 


परिभाषा 7--गुणनफल--गुणनफल 4४8 की परिभाषा तभी संभव है रब 
&, 3 सेद्रिक्स इस गुणदफल के लिए अनुकलनीय हों : तब यह एक ऐसा मंद्विक्स होता है 
जिसकी $-वीं पंक्ति और ४-वें स्तंभ का अवयव # की |-वीं पंक्ति का, 9 के $-दें स्तंभ से 
आंतरिक गणनफल के बराबर होता हे । 


परिभाषा से तत्काल ही यह परिणाम निकाला जा सकता है कि 538 में पंक्षितियों 
की संख्या वही है जो में है और 8 में स्तंभों की संख्या वही है जो 8 में है । 


मेट्रिक्सों के अनुकूलन की आवश्यकता का अनुभव दो अननुक्लनीय मैट्रिक्सों (907- 
०0०78 ०6 78/70०७) पर गुणन का प्रयत्न करके किया जा सकता है । इस प्रकार, 


यदि 4 व्नः 8,, हज छ, ] 
82, है 52 ] $ 


है, तो 08 की परिभाषा संभव नहीं है याने &8 का कोई अर्थ नहीं रह जाता, क्योंकि & की 
प्रत्येक पंक्ति में केवल एक अक्षर है जबकि 8 के प्रत्येक स्तंभ में दो अक्षर हैं जिसके परिणाम- 
स्वरूप परिभाषा में अपेक्षित आंतरिक गुणनफल' नहीं बनाया जा सकता । दूसरी तरफ, 
जब] 
”?, ०. 
॥ 0|3[ -+ | $ 
! 523; -+0292 
जो एक ऐसा मेट्रिक्स है जिसकी 2 पंक्तियाँ और | स्तंभ है । 





'अच्छा होगा कि पाठक कुछ गृुणनफलों को स्वयं भी करके देखें । एक-दो 
उदाहरण $.6., 6.3 में दिए गए हैं । 
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6.2 प्रमेय 22---मेट्रिक्स 5, सामान्यतया, मेद्रिक्स 58 से भिन्‍न होता है। 


जैसा हमने देखा है, हम 38 और 8.6 दोनों तभी बना सकते हैं जब / के स्तंभों की 
संख्या 8 की पंक्तियों की संख्या के बराबर, और 8 के स्तंभों की संख्या ४ की पंक्तियों 
की संख्या के बराबर हो । इत गुणनफलों को बनाने के बाद -वी पंक्ति और #-वें स्तंभ 
में अवयव क्रमश: यों होंगे--- 


8४9 में, & की +-वीं पंक्ति का 8 के ६-वें स्तंभ से आंतरिक गुणनफल; 
8& में, छ की [-वीं पंक्ति का & के £-वें स्तंभ से आंतरिक गुणनफल। जिसके 
फलस्वरूप मैट्रिक्स 28, सामान्यतया, वही मैट्रिक्स नहीं होता जो 5. है । 


6.3. पूवे-गुणन और उत्तर-गुणन (ए/-न॥णपंछ्ांट्शांण। आते ए0४- 
प्राणोधफ्ञा०४४0०7) : क्योंकि 4 8औऔर 8.5 प्राय: भिन्‍न होते हैं इस उक्ति में कि '& को ऐ से 
गुणा कीजिए” कोई सूक्ष्मता और सुनिश्चितता तब तक नहीं भ्रा सकती जब तक यह स्पष्ट न 
हो जाए कि इस कथन का तात्पयं 88 से है या 88 से । इसलिए, स्पष्टता के लिए हम 
पुर्वे-गुणन और उत्तर-गृणन का प्रयोग करेंगे यद्यपि हमारा प्रयत्न यही होगा कि इन 
बड़े-बड़े शब्दों के प्रयोग के बिना भी काम चलाया जा सके । मेट्रिक्स & का, मेंट्रिक्स 8 
से उत्तर-गुणन करने पर मैट्रिक्स 58 प्राप्त होता है; मेट्रिक्स & का, मेट्रिक्स 8 से पूर्वे- 
गणन करने पर मंट्रिक्स 8.5 प्राप्त होता है । 
गणन के कुछ सरल उदाहरण यों हँं--- 


2४-+०70) 
०१-+-00 










8 
( 
. ९ 


लए बंदन-नियम (986 क्ंडलं0ाए9० 4 0 णोधंए- 


श्र) 


6, 4. गणन के 
९७0०॥) 
संभिश्र संख्याओं (००0०० 7एग्र/८७) के गुणनफल में जो नियम लाग॒ होते हैं उनमें 
छक बंटन-नियम भी है जिसका एक उदाहरण 3(0०+0०)७८४०+०० है। यह नियम 
मेट्रिक्सों के वीजगणित पर भी लागू होता है । 


सुविधा की दृष्टि से, शुरू में हम केवल 7 कोटि के वर्ग मेट्रिक्सों पर ही विचार करेंगे, 
और [भा], [0], - - आदि को प्रकट करने के लिए &, 8, . .. आदि का प्रयोग 
करेंगे । 


पअंग्रेज़ी में इनके पर्याय क्रमशः श6-आपएएाएथशा०ा और ?08-7एतफ्राट्शा0ा 
हूँ यद्यपि कुछ लेखक ?6- के स्थान पर 006- और 908 के स्थान पर »ीं- का प्रयोग 
भी करते है । 
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हम यह जानते हैं कि [9॥.] संकेतन से हमें उस मैट्रिक्स का बोध होता है जिसकी 
-वीं पंक्ति और /८-वें स्तंभ का अवयव उपर्युक्त संकेतन से पहचाना जाता है। 
फलस्वरूप परिभाषा से, 






|| < 
संकेतन में बल लो | बज 
इस संकेतन में हम इस प्रकार लिख सकते हैं-- ४77४ . 
+(8+0) "यूथाते २ ([००)+ ४) 
नाथ] २ ाप-+-णा (परिभाषा 3से ) 


» 270.(00/:+0०):)] (परिभाषा 7) 


» [9.).7)/2] | | > 93).0॥:] 


| (परिमाषा 3) 
“09-80. (परिभाषा 7) 





इसी तरीके से, 
(५+9)0-..40+8८ 
भी सिद्ध किया जा सकता है। 

655. जुणत के लिए साहचय नियम (3॥6 2385802ंथए2 कब्वक्ष 07 
एजधंफ्रॉट्थाणा) संमिश्र संख्याओं के गुणनफल पर लागू होने वाला एक दूसरा नियम 
साहचये नियम है । इसका उदाहरण (80)०5-०(००) है जिसमें से प्रत्येक को 80० 
से प्राय: प्रकट किया जाता है। 


अब हम इसी प्रकार के उन संबंधों पर विचार करेंगे जो 9 कोटि के तीन वर्ग 
मेद्रिक्स 3, 8, 0 में होते हैं । हम यह सिद्ध करेंगे कि (48)70--43(8८) और 
भविष्य में इनमें से प्रत्येक को 8९: से प्रकट करेंगे । 

मान लीजिए, 8--[5७८]), [0-व] और 8८-३४), जहाँ, परिभाषा 3 के 
झनुसार, 


कधतत * ०5 ०५ 


तो, &(80) एक ऐसा मेद्रिक्स होगा जिसकी [-वीं पंक्ति और [वें स्तंभ का भ्रवयव 
यों होगा--- 


है] है 8.4 
<* . भा स्तर था “५ ०0५०८ क्+ 
[जल 4ड। जज । 


॥ [२४५१ 


एछ 
हक 4 | णज७ (१) 


80 
इसी प्रकार, मान लीजिए &8>[8,.), जहाँ, परिभाषा 7 से, 


१8 | 
हि.च्ण » का 
न्न् 
तब, (38)0 एक ऐसा मैट्रिक्स है जिसकी +-वीं पंक्ति और [वें स्तंभ का अ्रवयव यों हे-- 


9 रे ॥ ॥| 
» भिषारता < £ भाणा गु (2) 
]--] ]- [|] 
लेकिन (2) के व्यंजक से वही पद आते है जो () से प्राप्त होते हैं यद्यपि उनकी 
तरतीब या विन्यास में क्रम अलग होता है; उदाहरण के लिए, () में 4->2, ]553 
वाला पद वही है जो (2) में |--3, ]>52 का संगत पद है । 


अतएव, &(80)-(५७४8)८ और हम इन दोनों को 58८ के प्रतीक से प्रकट 
कर सकते हैं । 
2, 83, ...आदि के द्वारा हम 86, 4.06, . .. आदि की प्रकट करते हूँ। 


6,6. संकलन को परिपाटी (76 इपारतरांणा एणाए्शाएंका) हमारी 
अब तक की चर्चा में सन्तिहित सिद्धांत या तत्व को समझ लेने के बाद यह उचित 
होगा कि हम संकलच की परिपाटी (अध्याय 3) का उपयोग आरंभ कर दें, जिसके 
अनुसार, 


/3 
छा था, » जा था को प्रकट करता है। 
चल 
इसी के विस्तार से, 


7 छे 
का जा भा » »£ भा णा ०६ को प्रकट करता है। 


4००००“ ] श्स््ः 


झौर एक बार ६ 6.5 के () और (2) की रचना और रूप को समझ जाने के बाद 
यह स्पष्ट हो जाता है कि इस प्रकार के व्यंजक में बारंबार आने वाला कोई भी अनुबंध 
मूक अनुबंध (00शााए 5पर्री०५) होगा और उसके स्थान पर कोई दूसरा भी रखा जा 
सकता है; उदाहरणार्थ, 
भा णु गाच्चकां जं णार 
इसके अतिरिक्त, परिपाटी के उपयोग से किसी गुगनफल 2४80. . . .:2 के अभवयषों 
की रचना का नियम स्पष्ट हो जाता है; और वास्तव में, मेट्रिक्सों का यह गुणनफल इस 
प्रकार है--- 
[था 99 ०७- - - 2४%] 
इसमें केवल | और * ही ऐसे अनुबंध हैं जो मूक नहीं हैं। 
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7, गुणन के लिए ऋमविनिमय नियम (!0०  एणाशशएशक्षीए९ ता गण 
पा ९ा४णा) 

7. 4. तीसरा नियम जो संमिश्र संख्याञं के गूणन में लागू होता है कम विनिमय- 
नियम कहलाता है। इसका उदाहरण, 8०5--०० है। प्रभेय. 22 से हम यह जानते 
हैं कि मेट्रिक्सों में यह नियम लाग नहीं होता, लेकिन इसका एक महत्त्वपूर्ण अपवाद भी 
है । 

परिभाषा 42, # कोटि के एक ऐसे वर्ग मेट्रिक्स को, ॥ कोदि का तत्समकारों 
मेद्रिक्स (एाराए ७७ 7पराऊ) कहते हैं, जिसके अग्रग विकर्ण सब स्थानों पर 
एक हों और इसके अलावा अन्य सब स्थानों में शून्य हों । इसको 3 से श्रकट 
करते हें । 

में पंक्तियों और स्तंभों की संख्या 7 का अर्थ संदर्भ से स्पष्ट हो जाता है । अत- 
एक, विभिन्‍न कोटि के तत्समकारी मैद्रिक्सों के लिए पृथक्‌-पृथक प्रतीकों की आवश्यकता 
प्राय: नहीं पड़ती । 

मान लीजिए, 0, 7कोटि का कोई वर्ग मेंट्रिक्स, और 7, गकोटि का तत्समकारी 
मट्रिक्स है; तो [0:--(॥--८० 

झौर, [--ल्‍72--72--. . . . 
इसलिए, । में वही ग्‌णधर्म है जो साधारण बीजगणित में एक में होते हे । जेसे हम, साथा- 
रण बीजगणित में ] ८5 और 5४ >< के बदले £ रख सकते हैं उसी प्रकार मैट्रिक्सों 
के बीजगणित में हम >८0 और ०0>८] के बदले ९! रख सकते हैं । 

इसके अतिरिक्त यदि ॥ कोई, वास्तविक या संभिश्र संख्या है, तो &,५:+-९.६। 
झौर इनमें से प्रत्येक ४९! मेट्रिक्स के बराबर द्ोगा। 

7.2. यह ध्यान देने की बात है कि यदि & एक ऐसा मैट्रिक्स है जिसमें छ पंक्तियाँ 
हैं, 8 ऐसा मैट्रिक्स है जिसमें ४ स्तंभ हैं, और !, ॥ कोटि का तत्समकारी मेट्रिक्स है तो 
[05-8 और छ8+-8, यद्यपि 6 और ४ वर्ग मैट्रिक्स नहीं हें, यदि / वर्ग मैट्रिक्स 
नहीं है तो & और ॥, गुणनफल ४ के लिए अनुकूलनीय नहीं होंगे । 

8. भाजन नियम (76 एशंदंणा ॥ 8) 

साधारण बीजगणित में माजन-नियम भी लागू होता है जिसके अनुसार, यदि गुणन- 
फल 59 शून्य है तो, या तो 5, या ५, या दोनों ही, शुन्य होने चाहिएँ । यह नियम 
मेट्रिसस गृुणनफलों पर लागू नहीं होता । शून्य मैट्रिक्स (हणी शाब्धांऊ) को 
प्रकट करने के लिए 0 का उपयोग कीजिए । तो, &0--0.4--0, लेकिन यह जरूरी 
नहीं है कि समीकरण &8--0 का अभिप्राय यह ही हो कि & या 3 शुन्‍्य मेट्रिक्स है । 
उदाहरण के लिए, यदि 

7 हैं:। | ५» सिक्के | #? 27॥, 
0 0 3 -28 


९2 


तो गृुणनफल ४8 एक शून्य मैट्रिक्स है, हालाँकि न तो & ही शून्य सेट्रिक्स भ्रौर न 


98 ही। 


इसके अलावा, यह भी संभव है कि 58 तो शून्य हो भ्ौर 80 शून्य न हो। उदा- 


हरणार्थ, यदि 
8 >+, 5 9 0 
5 | 0 हलक हे 0 
0 0॥, __80 
तो, 8 [0 | 8.3 -+ [५ हे 





9, पिछले परिच्छेंदों का सारांश 

हम यह देख चुके हे कि 6, #, . . .आदि प्रतीक जो मेट्रिवर्सों को प्रकट करते 
हैं, जोड़े जा सकते हैं, गुणा किए जा सकते हें और बहुधा साधारण संख्याओं की तरह का 
व्यवहार दिए जा सकते हें मानो वे साधारण संख्याओं को ही प्रकट करते हों । 

साधारण संख्या 8, ० और मैट्रिक्स &, 8 में जो अंतर है उसे इस प्रकार कह सकते 
दल 

() यद्यपि ४9-59 होता है तथापि 38 प्रायः 8/ से भिन्‍न होता है । 

(3) यद्यपि 80-०0 में यह निहित होता है कि या तो », या ४, या दोनों 
ही शून्य हैं, तथापि &8--0 समीकरण में यह आवश्यक नहीं है कि या तो & या 8 
को शून्य होना ही चाहिए । प्रमेप 29 में हम इस चर्चा पर फिर आएंगे । 
0. किसी वर्ग सेदिक्स का डिटमिलेंट 

0.4. यदि & एक वर्ग मैट्रिक्स है तो ऐसा डिटमिनेंट, जिसके अवयव वहीं हों 
जो मेट्रिक्स के हें और उन्हीं स्थानों पर हों, मेट्रिक्स का डिटमिनेंट कहा जाता है। इसको 
प्रायः [| से प्रकट करते हैं । इस प्रकार, यदि # की 7-वीं पंक्ति और ४-वें स्तंभ में 
आ: अवयव हैं, जिससे ४७-[»|, तो |6)|, डिटमिनेन्ट || को प्रकट करता है । 

प्रभेय 73 से सहज ही यह निष्कर्ष निकाला जा सकता है कि यदि & और ४8, 7 
कोटि के वर्ग मेट्रिक्स हें और इन दोनों मेट्रिक्सों का गुगनफल /59 है तो भेट्कस 58 
का डिटमिनेंट, & और 8 सेद्िक्सों के डिटनेंटों के गुगनफल के बराबर होता है; 
अर्थात्‌ 

|88|-|5 [2८ |8| 

इसी प्रकार, [80 |-|8| » |&| 


चूंकि |6| और [| संख्याएं हे, इसलिए क्रमविनिमय का नियम (००९७ 
99) उनके गुणनफल के लिए लागू होगा और |8)|»८|8|७|४| »< || 

अतएव, |88|--|84|, यद्यपि मैट्रिक्स 8 मेट्रिक्स 88 से भिन्‍न है। इसका कारण 
यह है कि डिटमिनेंन्ट के मान में, पंक्तियों और स्तंभों के विनिमय से, कोई अन्तर नहीं 
पड़ता जबकि सामान्यतया मेट्रिक्स के मान में ऐसे विनिमय से अन्तर पड़ जाता है । 
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0.2. इस बात पर ध्यान देना आवश्यक है कि $ 0.) के समीकरण [४ 3|-- 
3» |8| में & और 8 दोनों ही मेट्रिक्स हें । यदि ४ कोई संख्या है तो यह सही नहीं 
है कि ॥8|--| 

वर्णन में सुविधा की दृष्टि से, मान लीजिए, & तीन कोटि का एक वर्ग मेट्रिक्स 
है और £>52 है, तो यह प्रमेय कि--- 
58+98|5|/|+ |8/ 
प्रत्यक्ष रूप से गलत है (देखिए प्रथम अ्रध्याय का प्रभेय 6) और इसलिए (24 -£2[6. 
मही बात का आसानी से पता लगाया जा सकता है | मान लीजिए 


जिसके फलस्वरूप, 





280. है 2824 2822 2823 (पश्भिषा 8 से), 


४ “3 ॥ 2342 28455 ह. 
गतएव,.._ |208[--27|4| 


यही बात तब भी स्पष्ट हो जाती है यदि हम $0. को मैद्रिक्स गुणनफल 29</& 
पर लागू करें, जहाँ 2 वास्तव में तीन कोटि के तत्समकारी मैद्रिक्स (एम गाथा ) का 
दोगना है और इसलिए, 


प्रदनावली सात 


(प्रन्‍त्त 7---4 मौखिक रूप से हल कीजिए ) 
3. मेंदिक्स #-+-9 ज्ञात कीजिए, जब, 


. 5-8] 2 _ 3 6॥; 
७0 7३4५, #*"ः #| 


कि 3 :>3 05 
-2॥, 854 -4 
नहर 5. 5 


(69) जय 2 3, ऊफ्[4 5 #], 


हे 4 
उत्तर-- है 2| , ९9 [ 5-54, (0) [5 7 श!. 











९4. 


2. क्या मैट्रिक्स ४-3 की परिभाषा तब संभव है जब-- 
(+) & में 3 पंक्तियाँ और 8 में 4 पंक्तियाँ हों; 
(7) 5 में 3 स्तंभ और 8 में 4 स्तंभ हों; 
(40) ४ में 3 पंक्तियाँ और 9 में 3 स्तंभ हों ? 
उत्तर-- (4), (॥), नहीं; (7॥) केवल तभी जब ०४ में 3 स्तंभ और छ में 8 
पंक्तियाँ हूं 
3. क्या मैद्रिक्स 85 और मैद्रिवस 68 की परिभाषा तब संभव हैं जब 3 में 
प्रइन 2 वाले गृणधर्म हों ? 
उत्तर-- 8 ([|) यदि & में 4 स्तंभ हों; 
(४॥) यदि 98 में 3 पंक्तियाँ हों; 
(8) & में स्तंभों की संख्या पर और # में पंक्तियों की संख्या पर 
निर्भर है । 
88 () यदि # में 3 स्तंभ हें; 
(॥) यदि & में < पंकितयाँ हैं; 
(॥0) स्देव । 


4. ४8 और 8/& गृणनफलों को ज्ञात कीजिए जब-- 


७“) [4 ७ “| 3]  $ ६] 


प्रशनत 5--8 में क्वाटनियनों ((०७७०८४४४०॥७५) की चर्चा उनके मेट्रिक्स रूपों 
में की गई है । 


5. यदि |, &/(-!) को प्रकट करता है और ॥, +, 9, £ क्रमश: इस 


प्रकार हं-- 
[-॥] 0] [८ ल0ि ॥, 
0] 0 | 0 


तो, ॥3>7, व:--३, [3७], |5---८, [([++--, 7(----] और, 77--]१-०|२-० -- 


6. यदि 9, 9, ०, 6, वास्तविक या संमिश्र संख्याएं हें और यदि 
(0-४४ -+०--०" ०८, 
(१७-४४ -४०-०]--०४ तो 
(७० --(४“--०“--०--५2 7 
7. यदि ०, 3, 7, 6, वास्तविक या संमिश्र संख्याएँ हैं और यदि 
?-०--४+१+9०० ?“>०-॥--०४, तो, 
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(९?९?९'०/७-७०.(०?-- 8:--72--0”) ॥. 0' 
२९२७०. (०८--१+%“+०2 । (देखिए $7) 
+-(22--92--०2--02]., (७2--३2--५२---७०2) 
चू(3--907+0०7+-67) (४८-- 5--2?+6) 
--(0'7?"?०. 
8. प्रइन 5 में दिए गए परिणामों को तव भी सिद्ध कीजिए जब ॥, 3, |, £ 
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( डा | | ०| 
इनसे दो अन्य मैट्रिक्स धो--9० और 2४-४५ प्राप्त कीजिए, जहाँ 9, ? 
वास्तविक (76४) संख्याएँ हें | सिदृध कीजिए कि एक सामान्य संभिश्र संख्या 

पर उन मेट्रिक्सों के योग की तरह विचार किया जा सकता है जिनके अवयब 

वास्तविक संख्याएँ हों । विशेष रूप से सिद्ध कीजिए कि, 

(०--50)(&-- 90)55(७2--92)!, 

('--9७७)(०--१५०)--(७०--७6)--(७9-- 9०); 


१0. सिद्ध कीजिए 






है ः न [85“--9५7--०7८--292--2825--20#59], 


अर्थात्‌ एक सामान्य दविधाती समघात ऐसे मंट्रिक्स के रूप में जिसमें केवल एक 
पंत्रित और एक स्तंभ है । 

. सिद्ध कीजिए कि मेद्रिक्स समीकरण /&2--82-- (७ --8)(& -- 8) 
केवल तभी सत्य होगा जब &3--38./, और यह कि सामान्यरूपेण, 
8.&2-)-2॥08--982 को, 8, !, 9 संख्याओों के व्यापक मानों के लिए, एकघाती 
खंडों के (687 8८078) गृणनफल के रूप में तब तक नहीं लिखा जा सकता 
जब तक कि-- 58-95. नहीं होता । 


2. यदि »।, 22 वास्तविक या संभिश्र संख्याएँ हें और #&., ग़कोटि का एक बर्गे 
मैट्रिक्स है, तो, 32-0,,+202) 2-+2५)०2557व (8-)४7)(१-०१४)), 
जहाँ ।, ॥ कोटि का तत्समकारो मैट्रिक्स (छा गछाएएंअ) है । 
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(संकेत--दार्याँ पक्ष, बंटन-नियम से, /--१५५४४--३४्न »7/27 है।) 


3. यदि /())७७७ +09/५  +...+ 9५ जहाँ 9 2 संख्याएँ हैं और 
यदि (#), मैट्रिक्स 9067 +श/+ . - .+क् की प्रकट करता है तो, 
/ (8)--0(-०)५) . . » (8--)..), 
जहाँ 2,, . . 2. आदि समीकरण € 0.) 550 के मूल (70008) हें। 

4. यदि 8-2.५--|४, जहाँ ) और ॥ संख्याएँ हें तो, 588+5-/88. 
उप-मेद्रिक्सों ( डएरनज8॥0॥0०४5 ) के उपयोग सहित-- 


5. मेट्रिक्स शत हैं 0]॥. 02 
ए2॥ 722 
03॥. 2032 





किक 


7? गा के 
को 0. | से प्रकट किया जा सकता है जहाँ ?, प्रकट करता है 
2८ 22 


[' न्‍ ] को, ?,2 प्रकट करता है हि * | को, ?;। प्रकट करता हैं 
92। 722 ए 


23 
[03 032] की, 7? प्रकट करता है [053] को । 


यदि ९, 0॥ आ्रादि से इसी प्रकार के उन मैट्रिक्सों का हवाला दिया जाए जिनमें 
६ के बदले 4६ है तो सिद्ध कीजिए, 


2+(५-- किया 5] 
?,|-+५७2।  ?22+-0७22 


गा । 

020॥-+9220०2।  2240/2+7220५2 

टिप्पणी--- ९९ का पहला स्तंभ' इस रूप में गुगनफल ??0 के पहले दो स्तंभों का 
एक संक्षिप्त रूप है, जब वह सीधे [0६] > [क्ात से प्राप्त किया जाए । 


6. श्रइन 5 में और ६ के स्थान पर, प्रदन 9 में दिए गए दो पंक्ति के मैट्रिक्सों को 
रखकर, प्रश्न 8 को सिद्ध कीजिए । 


!7. यदि 7४ और 0 में से प्रत्येक दो पंक्तियों और दो स्तंभों का एक मैद्रिक्स 
है तो सिदृध कीजिए कि जब. 7-, 2.3, ४5८-, 2, 3, तो, 

3 

[?.६| शा [0५६| कि | शा ९५. | 
बसा है 


जि 
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किसी मंद्रिक्स के प्रारंभिक रूपांतरण (शिक्षाशाश्राए्‌ परथ्ार्शजरशत्रांणड रण 
# ग्राधपपड) 

48. १7 वह मेट्रिक्स है जो तत्समकारी मैट्रिक्स ! की, +-वीं और ै-वीं पंक्तियों 
के विनिमय से प्राप्त होता है । सिद्ध कीजिए कि एक वर्ग मेंट्रिक्स & का 7; से 
पूर्व-गुणन का परिणाम यह होता है कि & में दो पंक्तियों का विनिमय हो जाता 
है । इसी प्रकार, [9 से उत्तर-गुणन के परिणामस्वरूप, # में दो स्तंभों का विनि- 
मय हो जाता है । 
निगमन (6०00८7०॥) से, यह भी सिद्ध कीजिए कि, 

; नत्, मा: गत आता] 

9. यदि फ्रल्‍>त + [9], अ्चांत तत्समकारी मेट्रिक्स में सूचित स्थिति का एक 
अवयव ४ जोड़कर बनाया गया व्यंजक हो तो 8. का & में प्रभाव यह होता है 
कि पंक्ति 3 के स्थान पर पंक्ति 7--7 पंक्ति | आ जाती है। इसी प्रकार 67 
का &# में प्रभाव यह होता है कि स्तंभ | के स्थान पर स्तंभ ॥+7 स्तंभ | 
प्राप्त होता है । 

20. यदि छा, 9 कोटि का ऐसा मैट्रिक्स है जो तत्समकारी मेट्रिक्स के मुख्य विकर्ण में 
“-ह एक के बदले ४ रखने से प्राप्त होता है तो 54 वास्तव में, & की +_-वीं 
पंक्ति को ४ से गुणा कर देने के परिणाम के समान है श्र 6, इसी प्रकार, उस 
परिणाम की तरह है जो # के 7-वें स्तंभ को ४ से गुणा कर देने पर आता । 

सेट्रिक्स गुणन पर प्रश्न 

2. सिद्ध कीजिए कि दो मेट्रिक्सों 

। ०0820. ०050 ४78 ) [ ०052७. ०08$+ 8ंग९ ] 


0०089 8709 8॥7“0 | | | 008$% शं)क.._ आं॥:6 | 
का गणनफल शून्य होता है यदि 96 और ७ का अंतर, 57: का कोई विषम गुणज 
(०60 ॥रए796 ) हो । 
22. यदि (9, 229 03) और (|, |७, 8) दो रेखाओं, ] और 7? 
की दिक्‍कोज्याएँ (6॥8८7०॥ ००४768 ) हों तो सिद्ध कीजिए कि गुणचफल, 
भव /५१५2 22७ ) >६ [फ्ा [[2 +]/43 | 
| ५१2५2 22 027५3 | । [0[32 (४2 275 
3)3.. 2०2+3 )५5 [070 ०॥58 [33 
शुन्य तब और केवल तभी होगा जब | और £7 रेखाएँ लम्ब होंगी । 
23. यदि ॥, प्रइन 22 के प्रथम मैट्रिक्स को प्रकट करता है तो सिदृध कीजिए 
॥£#4 


अध्याय 7 
संबंधित मांद्रक्स (हत,&पणछ७ ध&पशा८४) 


. किसी मंट्रिक्स का परिवर्त (7४6 फश्याइए058 एव 8 १०४5६) 

.3. परिभाषा 3..... & यदि ॥ स्तभों का कोई मैट्रिक्स है तो उस 
भेट्रिक्स को & का परिवर्त (या ४ का परिवरत-मेड़िकण) कहते हैं, 
जिसमें & का ववाँ स्तंभ 755], 2, ...॥ होने पर --वीं पंक्ति के 
रूप में आता है। इसको ४' से प्रकठ करते हें। 
यदि 8-४” हो तो ४ को समझित (5शाफ्आाशां८थ) कहा जाता है। 

यह परिभाषा सभी आयताकार मैट्रिवर्सों (९०थ्या्टपॉद्वा प्रका0९8) पर 
लागू होती है । उदाहरण के लिए-- 
है ओर | ] 3 8 | रे 
|" 2 4 6| परस्पर एक दूसरे 





रखते हैँ क्योंकि एक की पंक्तियाँ दूसरे के स्तंभ हैं । 
इस अध्याय में, 9 कोटि के वर्ग मेट्रिक्सों पर विचार करते समय हम मैटिक्स को 
उसके उस अवयव से प्रकट करेंगे जो उसकी वीं पंक्ति और [वें स्तंभ में हो । इस 
सकेतन में, यदि हल्‍«|वथ्य], तो 25 ज्लथय]। क्योंकि, 6 में ।वीं पंक्ति 
और ॥-ें स्तंभ में वही ग्रवयव है जो 4 की (८वीं पंक्ति और वें स्तंभ में हैं । 
.2. प्रमेय, 23--परिवत के लिए उत्कमता का नियम (449 ० एलशलउवों 
णि! 8 प7क89088)--४, और 8, यदि ॥) कोटि के वर्ग मेट्रिक्स हैं तो, 
(५४8) -8'«/ ; 
अर्थात्‌, गुणनफल ४४8 का परिवर्त, उत्कम में परिवर्तों के गुणनफल के बराबर होतः है । 
9 .4. में बताए गए संकेतन में, मान लीजिए, 
४ 5 था 3 [भा 
जिससे “--[20| (--/प] 
अब, एक मेट्रिक्स को उसके ॥वीं पंक्ति और [८वें स्तंभ वाले ग्रवयव से प्रकट करने पर 
और संकलन की परिपाटी के अ्रनसरण पर 
98>- [भा जद... (59) [शत शा] 
श्रब, 9 की वंवीं पंक्ति 9॥, 59,. . .. और &” का (वाँ स्तंभ 
कफ औक--- आज हैएााईन दोनों का आंतरिक गुणनफल (#फ्ाद्ष फ़ाठतंपठ ) 


है 
2: सससमत्थ+ कमर, 
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हि है है 
* जगत मे बात शा - 
पंचूा च्तत 
प्रतएव, यदि हम संकलन की परिपाटी पर पुनः आए तो 8 और 4 का गृणनफल इस 
प्रकार दिया जा सकता है--- 
8 4 - [भा गत] नै [ित णा। 
नई (28). 
उपप्रमेय-- ४, 3, . . .. यदि 9 कोटि के वर्ग मेद्रिक्स हैं, तो गुणनफल 
2 ४3. . .7£ का परिवर्तें, गुणनफल &', . ,.8'&/ होता है । 
प्रमेय के अनुसार, 
(28८) -- (! (&8)' 
न (/8/'2' 
ओर इसलिए, क्रम से यही बात मैट्रिक्सों की किसी भी संख्या के लिए सिद्ध की 
जा सकती है । 
2, फ्रोनेकर डल्टा (86 ह-णा०टशः बाज) 


प्रतीक 9/: की परिभाषा निम्नलिखित समीकरणों से दी जाती है---- 
0६50 जब [5 ४£, 
काट्ल्तो जब १55#. 
उन अनेक प्रतीकों में से यह एक ऐसा विशेष उदाहरण है जिनका टेन्सर-कैलकुलस 
(7९८0७४0० (०८0४४) में बहुत प्रयोग होता है। मैद्रिक्स बीजगणित में तत्समकारी 
मट्रिक्स को [90] से प्रकट करना प्राय: सुविधापूर्ण होता है जिसमें अग्रग विकर्ण के 
स्थानों में, अर्थात्‌ जब 7--४८ होता है, । और अन्य सब स्थानों में शनन्‍्य होता है । 
3. सहखंडज संद्विक्स ग्रोर व्य्त्क्स मंद बस (उप्नमर्ट 40]09ाई प्राशाएंड शाएँ 
8 7€टाफ़ाएटओों ग्राब्धिद) 
3.4.  रूपांतरण (7काईणाग्रण्ांणा5)--सही परिभाषा की और मार्ग- 
दर्शन के लिए--- 
मान लीजिए, ऊँ शोर ४ संख्याएं समीकरण--- 
जलन (4) 
द्वारा संबदध हैं जहाँ &, मेट्रिक्स [८] को प्रकट करता है। 
यदि / 5 का # 0 तोऊ को केवल रू के पदों में ही त्रदवितीय रूप 
से व्यक्त किया जा सकता है, (देखिए, अध्याय ॥, ६ 4. 3) क्योंकि जब हम प्रत्ववा 
समीकरण 
॥8॥ 
अचल बा फ. (8) 
(>> ] 
॥8609म86०/63--7 


90) 


को सहखंड (००-०००) <#&॥ सेगुणा करते हैं और ३5--, 2,. . .,४ के मानों 
के लिए जोड़ते हैं, तो हमें निम्नलिखित प्राप्त होते हैं-- 


१३ छ १4 
है खा व 4 2 ॥0/५+ 
कु । जनों 


 । 
नल ज६ 80. /. (प्रमेय 0 ) 
| 


7०, भी । / 


अर्थात्‌, ४६55८ (“५६ ०) 
स्स्ह 


या, खन्‍्न> (890/200)7: ( 29 ) 
पत्तों 


इस तरह हम समीकरणों (29) को 
ऋ चना, (2) 
के प्रतीकात्मक रूप में लिख सकते हैं, जो () का पूरक (००एए__थाथा) है बशर्ते 
४7 का तात्पये मेट्रिक्स | &0//७ | से हो । 
3.2. औषचारिक परिभाषाएँ--मान लीजिए  ++ [भआ८|, 8 कोटि का एक वर्म- 
मेट्िक्स है, यह भी मान लीजिए कि /५, या |6| , डिटमिनेंट कराए को; और 
#99 ८ में आ5 के सहखण्ड को प्रकट करता है । 


परिभाषा 4--- &-[»-] को एक (अव्युत्कमणीय मेट्रिक्स) कहा जाता है यदि 
/ 550 हो; इसको (व्युत्कसणीय सेट्रिक्स) कहते हें यदि/७७0 हो । 
परिभाषा 5-सैद्रिक्स [3[५] को, मेट्रिक्स |आ.] का (सहखंडज सेट्रिक्स) कहा जाता है । 
परिभाषा 6--जब [६] एक व्युत्कमणीय मेद्रिक्स हो तो मैद्रिक्स [5॥0/25 |, 
[था] का व्युत्कम सेद्रिक्स होता है । 

यह ध्यान देने योग्य है कि अंतिम दो परिभाषाओओं में, &॥. न होकर 697 है जो 
कि मंट्िक्स की 3-वीं पंक्ति और ४-वें स्तंभ में होता है । 

3.3. व्युत्कम सेट्रिक्स के गुणधर्मे--व्युत्कम मैंट्रिक्स' कहे जाने का कारण, 
ब्रमेय 24 और 25 में बताए गए गृणधर्मों से, पता लग सकता है । 
प्रमेय 24--[आ:] यदि 7॥ कोटि का कोई व्युत्कमणीय वर्ग मेट्रिक्स है और 5, 
घदि,७ ८ भा में ७६ का सहखण्ड है, तो 

[भा| 2६ [5॥0/0] ++ 7, (१) 


9] 


और [50/05| > [थंए| कै 7, ( 
जहाँ [, ॥ कोटि का तत्समकारी मेट्रिक्स है । 
गुणनफल [४] »< [55/2/६] में -वीं पंक्ति और £-वें स्तंभ में अवयव यों हैं--- 


| 
कलक्टर 


7 ॥९| 
० कि टै] 
है 


जो कि द्वितीय अध्याय के प्रमेय 0 के अनुसार| शून्य होता है जब >< £ हो और 
एक होता है जब 75«< हो। अतएव, गृणनफल है ि८] 557. इसलिए (3) 
सिद्ध कर दिया गया है । 

इसी प्रकार, संकलन या योग की परिपाटी का उपयोग करने पर हम देखते हें कि 

[69// | > [भा] [57 | 2 | 
[55 

और इसलिए (2) भी सिद्ध हो चुका है । 

3.4. प्रमेय 24 की सहायता से यह कहना युक्ति संगत है कि जब &, [भा] को 
प्रकट करता है तो, 


[50/3]55* 7 ; 
क्योंकि प्रमेय 24 के () और (2) की सहायता से यह दिखाया जा चुका है कि इस 
संकेतन में, ४४7 >य और ४78 --7. 


अर्थात्‌ एक मैट्रिक्स को यदि उसके व्युत्कम से गुणा किया जाए तो परिणाम एक 
(तत्समकारी मेट्रिक्स ) होता है । 
लेकिन, यद्यपि हम यह बता चुके हे कि ७77, & का एक व्युत्कम है हमने अभी तक 
यह सिद्ध नहीं किया है कि वह व्युत्कम अकेला ही होता है । प्रमेय 25 में इस पर विचार 
करेंगे । 
प्रसेथ 25---यदि & कोई व्युत्कमणीय वर्ग सेट्रिस्स है तो केवल एक ही सेट्रिक्स 
ऐसा होता है जिसको यदि 6 से गुणा किया जाए तो परिणाम तत्समकारी सेट्रिक्स हो । 
मान लीजिए, रे ऐसा कोई भी मैट्रिक्स इस प्रकार का है कि &7२-- और 
बह भी मान लीजिए कि 7, मसेट्रिक्स [50:/0] को प्रकट करता है । तो, प्रमेय 
24 से, ७.७ नी और इसलिए 20२2-37) --8]२--6 6- «---]--0 
इससे यह स्पष्ट है कि (अगले दो पग्गों पर ध्यान दीजिए )-- 
0 6(२--/७ ५-४7 . 05-50 (छुठा अध्याय, ९ 6.5), 
अर्थात्‌ [(प्रमेध 24 के (2) ने], 
[(00--477) --0, अर्थात्‌ 7१--५7--0 (छठा अध्याय, $7.) अ्तएव यदि 
2२००, तो १ अवश्य ही &77 होगा, 


[यहाँ उपयोग किए गए रूप के लिए छठी प्रश्नावली के प्रश्न 6 से तुलना कीजिए । 
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इसी प्रकार, यदि १७--१, तो 
(१-७-/)७ -- हि 0-8 ० --0, 
और इसलिए, (8-४7) ७७ --0. 2-0 ; 
अर्थात्‌ (१-५!) ॥-0, शभ्र्थात्‌ ि--७१७००. अत: यदि 7१6 --, है तो हरे 
ख़बरय ही &' होगा । 
3.5. प्रभेय 25 की बदौलत हमारा ऐसा कहना गलत न होगा कि &“ न 
केवल # का एक व्युत्कम है, बल्कि यह कि ४ का वहीं एक व्युत्कम है । 
इसके ग्रतिरिक्त, # के व्युत्कम का व्यृत्क्रम स्वयं & ही होगा, अर्थात्‌, 
(87) “वह 
क्योंकि प्रमेय 24 से, ७&.७---७- ७ -- ६ यह स्पष्ट हो जाता है कि 5, & का एक 
व्यूत्कम है और प्रमेय 25 से, »& का (वही एक) व्युत्कम है। 
4५ मंद्विक्सों के लिए घातांक नियम (6 गराब6्द [ब्षत्त (0 मन्ाप९९७) 
हम 22, 6), . . .आदि संकेतनों को &.5, &6०5, . . .आदि के लिए प्रयोग 
कर चुके हैं । जब 7 और $ धन पूर्णाक (90भ9ए6 ग्रा68०5७) हों तो इस 
संकेतन में यह अंतर्निहित है कि--- 
30 0 
जब, 37, ै का व्यूत्कम हो और $ एक धन पूर्णांक हो, तो हम संकेतन #.- का 
प्रयोग (6.)* को प्रकट करने के लिए करते हैं । इस संकेतन में हम 
27 ९ 0१--७०7४, () 
लिख सकते हें जब भी 7, $ धन या ऋण पूर्णाक हों बद्यतें कि »' का मतलब | से हो । 
हम प्रत्येक स्थिति में () को सिद्ध नहीं करेंगे; (3) की एक ऐसी उपपत्ति ही 
रीति को समझा देने के लिए पर्याप्त होगी जब 77>0, 8७८ -, और +->27:>0 हो । 
मान लीजिए, ई5---४, जहाँ £>0, तो 
कै है -- है रा दे शा  - 


लेकिन, 03 --! (प्रमेय 24) , ओर जब, 7->7, 
6 &7- 877 0७ &पगए | हाय (तक | 807 पका 
जिससे, है औ-- 6 (रा -++ ं. 
ग्रतएव है 8 कं 0 वर अत लक, 
इसी प्रका र, हम यह सिद्ध कर सकते हें कि, 
(4४) ज+ 4 (2) 


जब भी 7 और 5 धन या ऋष पूर्णाक हों । 


23) 


5. व्युत्कमों के लिए उत्कमता का नियम (6 घछक्त 0६ 70एशउथों 0 
ए22970९25) 


प्रमेथ. 26--छुछ खंडों के गुणनफल का व्युत्कम, उल्टे क्रम में उन खंडों के व्युत्कम का 
मृणनफल होता है; विशिष्ट रूप से, 
(58) नकल 9-5 ४४. 
(&80)7 -- ८ 87 ४7, 
(87987) -- 8 8. 
उपपक्ति--दो खंडों के गुगनफल के लिए, हमारे पास, 


(8787) (58) *₹ का! 87 & 8 (छठा अध्याय, $6. 5) 
ह नल हू छे 
न्‍न छि फ्रे न्‍्ीन | (वही अध्याय, 87. :॥ . 


अतएब, ऊे रन, 85 का एक व्यत्कम है और, प्रमय से, 58 का (बही 
एक) व्युत्कम है। 
तीन खंडों के गुणनफल के लिए, हमारे पास, 
0: आओ कि. 2 पा अं हे है 
नम ( ६ 0 मं 
यहीं तरीका खंडों की किसी भी संख्या के लिए अपनाया जा सकता है । 


प्रमेय 27--व्यत्कत की और परिवतंन की संक्तियाएँ परस्पर ऋमविनिमय वाली 
होती हैं; अर्थात्‌ कक 








&07-(& .. हि सकल 

(६ ) ( | ) | ५ १ 2 मनी: रो | दे कई र्‌ ५ 
उपपक्ति--परिभाषा से, मैट्रिक्स ७7“  यीं है-- का 
[0७], ७७४ पलक भारत सरकार, । 





फलस्वरूप, (0 )5-[“४//४॥| 
इसके अतिरिक्त, 5" थिण. 
और इसलिए, गृुणनफल की परिभाषा से और प्रमेय 0 में दिए गए परिणामों से, 
5 है (४7 )+- [0 । प्् 

अतएव, (& 7), &. का एक व्युत्कम है और, प्रमेय 25 से, (वही एक) व्युत्कम है । 
पर अव्युत्कभ्षणीय मदिक्स (इआएंडा' 704/70०६७) 

यदि & कोई अव्युत्कमणीय मैद्रिक्स है तो उसका डिटमिनेंट शून्य होता है और 
इसलिए & का व्युत्कम नहीं बनाया जा सकता यद्यपि उसका सहखंडज मेंट्रिक्स बनाया 
जा सकता है । इसके अतिरिक्त, 
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प्रमेथ 28--किसी अव्युत्कमणीय मेट्रिक्स का उसके सहखंडज से गुणनफल शून्य 
मेद्रिक्स होता है। 


उपपत्ति--यदि कस 24 है। पु ॥ ओर | 38:9६ | च्ः्0, त्तो, 
ञ् द मर बस 0, 24 श्र 88] स्ल्स ठ 
उब्न् ँी8। 
दोनों ही बार जब १ 5४॥ और जब ;.... हो । इसलिए गुणनफल, 
| 3० | & [05] और [५ | * [ »%६ | 
दोनों शून्य मेटिक्स हें । 
7. व्यूत्कमणीय संदिक्सों के लिए भांजन नियम (6 हाशंञंणा कषत्त 0 
प्रणा-झञाएं4॥7 7/980085) 
7.. प्रमेय 29-.. (3) यदि मेद्रिक्स ४, व्युत्कमणीय है तो समोकरण 8-0 
में यह निहित है कि 8-50. 
(7) यदि मसंद्रिक ऊ व्युत्कमणीय है, तो समीकरण &8--0 में यह 


निहित है कि 4-50. 
उपपत्ति--(१) चूंकि मैट्रिक्स & व्युत्कमणीय है, उसका एक व्युत्कम &7 हूँ भौर 
674 | . 


चूंकि 28--0, यह स्पष्ट हो जाता है कि, 
670 8--.37 ८0५5-50. 
लेकिन &7/38--8-४8 झौर इसलिए, 85--0. 
(7४) चूंकि 8 व्युत्कमणीय है, उसका एक व्युत्कम 8 है और छ87|>-, 
चूंकि 08-50 यह स्पष्ट है कि, 
658 877--0%८ 87-50, 
' लेकिन 88877 -5७--.0, और इसलिए /&5-0 


7.2. मैद्रिक्सों के लिए भाजन नियम इस प्रकार निम्नलिखित रूप में कहा जा 
सकता है, 


यदि 88--0, तो या तो &-50, या 85-0, और या & और 98 दोनों 
भ्रव्युत्कमणीय मैट्रिक्स हें ।' 

7.3. प्रमेय 30--यदि 4४ कोई मेट्रिक्स है और 8 एक व्युत्कमणीय सेट्रिक्स है 
(और दोनों ॥ कोटि के वर्ममेट्रिक्स हें) तो एक और केवल एक मेटिक्स 5 ऐसा 
होगा कि, >>, () 
तथा एक और केवल एक सेट्रिक्स ४ ऐसा होगा कि ७5-४४, (2) 

इसके अतिरिक्त, ऋ-छः 8, ४--७8-7४. 
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उपपत्ति--यह स्पष्ट है कि ऋ-877., () को संतुष्ट करता है; क्योंकि 
छे877/4 --7/0 --.४. इसके अतिरिक्त यदि / >>, तो 
0-»3२-..0 5-४8 (0२---8-:8), 
और 0-58 % (१-87 ४) 
0ल्‍57 (१--987 #), 
जिसके फलस्वरूप, २--87 & शान्‍्य मेट्रिक्स है । 
इसी प्रकार, ४७-७४ ही केवल ऐसा मेंट्रिक्स है जो (2) को संतुष्ट करता है । 
7.4. यह प्रमेय कुछ ऐसी परिस्थितियों में भी सही होता है जबकि . और 8 दोनों 
एक ही कोटि के वर्ग मैद्रिक्स न हों । 
उपपग्रमेय---6, यदि 770 पंक्तियों और 7 स्तंभों का कोई सेटिक्स और 8 यदि 70 कोटि 
फा कोई व्यूत्कमणीय वर्गमेद्रिक्स है तो, 87 6, 
2 च्सडि 0 
का अद्वितीय साधन होता है । 
20, यदि 70 पंक्तियों और 7 स्तंभों का कोई मंट्रिक्स और (', यदि 9 कोटि का 
कोई व्युत्कमणीय वर्ग मेट्रिक्स हैं तो, ४5२6५”, 
कई के 
का अद्वितीय साधन होता है । 
क्योंकि, फ्े- में 7४ स्तंभ और ०. में 7 पंक्तियाँ हैं, 87 और ४, गुणनफल 
8- & के लिए अनुकलनीय होंगे जो 70 पंक्तियों और ४ स्तंभों का मेट्रिक्स है। साथ ही, 
8. 8-! 0--8--४, 
जहाँ ।, 77 कोटि का तत्समकारी मेटद्रिक्स है। 
इसके अतिरिक्त, यदि &--ह४ है तो २ अवद्य ही 70 पंक्तियों और 7 स्तंभों का 
एक मेंट्रिक्स होता चाहिए, और उपप्रमेय का पहला भाग उसी प्रकार सिद्ध किया जा 
सकता है जिस प्रकार हमने प्रमेय को सिद्ध किया है । 
दूसरा भाग भी इसी तरीके से सिद्ध किया जा सकता है। 
7.5. उपर्युक्त उपप्रमेष एकघाती समीकरणों के साधन में विशेष रूप से उपयोगी 
होता है । यदि &७- [2], ४ कोटि का एक व्युत्कमणीय मेंट्रिक्स है तो निम्नलिखित समी- 
करणों के समुच्चय कं 


9, ल्‍< 4 वा अप (पक 4 2९ * * 99) (3) 
| 
को 0--/% के मेट्रिक्स रूप में लिखा जा सकता है जहाँ ७, 5 एक-एक स्तंभ के मेद्रिक्सों 
को प्रकट करते हैं । 
छमीकरण हे 


कस 8७४६ (न्‍्न, . . .,0) (4) 
ट्ल्् 
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के समुच्चचय को 9-५८ के मंट्रिक्स रूप में लिखा जा सकता है जहाँ ४” ४ एक-एक 
पंक्ति के मेट्रिक्सों को प्रकट करते हैं । 
समीकरणों के समुच्चयों के साधन यों हें-- 
ह८- 9, ०3८ है, 
इसका एक रोचक उपयोग अगली प्रइनावली के प्रइन 3 में मिलेगा । 


नर्नावला आठ 





हो तो &8, 88, &8, 8 गुणनफलों को ज्ञात कीजिए और सातवें श्रध्याय. के 
प्रमेय. 23 में प्रस्तुत निष्कर्षों की जाँच कीजिए 

सुझाव--> --०३४०-ए+ 82, ४ क््ीह+-907+ठ2, 2-8&57+#फ्रि+०्ट का प्रयोग 

कीजिए । 

2. यदि &, 8 दोनों 2 कोटि के वर्गमैट्रिक्स हों और कोई भी सममित (5एएछप6- 
०७) ने हो तो उपर्युक्त गुणनफलों को ज्ञात कीजिए । 

3. जब &,8 प्रदन ! वाले मेट्रिक्स हों तो ४, 8- मेट्रिक्सों की बनाइए और 
मान ज्ञात करने के बाद, (88)--8- ४” की जाँच कीजिए । 

4. प्रमेय 23 की एक विशेष स्थिति में, जब 855 हो, प्रमेय 27 को सिद्ध 
कीजिए कि (8) - (४) । 

5. सिद्ध कीजिए कि एक मैट्रिक्स का उसके परिवतें से गुगनफल, एक समग्रित 
मेट्रिक्स होता है । 

सुझाव--प्रमेय 23 का उपयोग कीजिए और मेट्रिक्स 2.6” के परिवर्त पर विचार 
कीजिए । 

6. सिद्ध कीजिए कि मं॑ट्रिक्स [अआ८) का उसके सहखंडज (80[०॥६) से 
गुणनफल, '»॥(] 3 होता है । 
उपभसद्धिक्सों के उपयोग पर (छठे अध्याय के प्रश्न 5 से तुलना कीजिए ) 


7. मान लीजिए |; हे 
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2 सा हु" 0 «हो 
4 5 0 दी 6 “है 
.॥ 0 0 प्र | 

सुझाव--प्रमेय 25 को ध्यान में रखते हुए अ्रंतिम भाग इस प्रकार सिद्ध किया 
जा सकता है कि & और पंतिम मैट्रिक्स का गुणनफल व होता है। 


तो सिद्ध कीजिए कि, 





8. सिद्ध कीजिए कि यदि 7(8)5-०७47--9]&7४7-- . . .+9०, जहाँ 
909 * “5 78 संख्याएँ हैं तो / (4) को मैट्रिक्स 





॥ 0 0 (५७) 
के रूप में भी लिखा जा सकता है, और यह कि जब /() व्युत्कमणीय हो तो, ३8) %- 
या! /() भी उसी प्रकार के मैट्रिक्स के रूप में लिखा जा सकता है, अंतर केवल 
यह होगा कि इस समय ६), #0५), (९) के स्थान पर क्रमशः //0), !/(७), 
7/(0५) होंगे । 

9. (0), 8४(6) यदि ४ में दो बहुपद हों और यदि ४(») व्यूत्कमणीय हो 
तो प्रश्न 8 को ही उस विस्तरित रूप में सिद्ध कीजिए जब £ के बदले (/2 हो । 


विविध अभ्यास 


0. $7. 5 में दिए गए समीकरणों को निम्नलिखित रूपों में सिद्ध कीजिए, 
शत्त(8 27 9, हच्चछ 
और फिर प्रमेय 23 के उपयोग से सिद्ध कीजिए कि 
(6 )7 (०) 

44. /& यदि, ॥ कोटि का कोई व्युत्क्मणीय मैट्रिक्स है, 5 और 9, 9 पंक्तियों 
के दो एक-स्तंभीय (278[५-००एणण०) मैट्रिक्स हैं।।/ और 70“, ४ स्तंभों के दो एक- 
पंक्तीय (#ं7086-09) मैट्रिक्स हैं; 

जछन्नलीफ, जिन फ, 
सिद्ध कीजिए कि 7 --#- , .--(५-), 
इस निष्कर्ष का अर्थ तब स्पष्ट कीजिए जब कोई एकघातीय रूपांतरण (]687 
3 


पा णगादां07) एच. का 5८४ (5--१,2, 3) से ! 5;--252--55५ का रूप 
ह्व 


ञ्स्ल 
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709/--70292-+-०393 हो जाता है और ( 3(, 305 ,>5 ) $ ( “97 29०3 ) का तात्परय एक 
समतल में समघाती बिन्दु-निर्देशांकों (9077-00007४65) से हो । 

2. (सिद्ध कीजिए) यदि & के अवयव 4|५ वास्तविक हों ओर यदि /.3+-0 
हो तो 85-०0. 

3. ४ के अवयव 9... संमिश्र हैं। 3 के अवयव »|६ के संयुग्मी संमिश्र 
(००ए[ए880० ००॥७०४७४) हैं और 8.8 5-० सिद्ध. कीजिए 8-5. 5०. 

4. & और 8 एक ही कोटि के वर्ग मंद्रिक्स हैं; & सममित है। सिद्ध कीजिए 
कि 8.88 भी सममित है। (अध्याय 0 $ 4.3 में इसकी एक उपपत्ति दी गई है । ) 


अध्याय 6 


किसी सेद्िक्स का क्रम 
(उप रिक्त: 507 9 औशिएंड ) 


[परिच्छेद 6, अध्याय के शेष भाग से कुछ कम रोचक है । पहले पठन में इसको 
छोड़ा भी जा सकता है ।] 
3. क्रम की परिभाषा 


.4. किसी सेट्रिक्स के उपसारणिक (ग/0075)--मान लीजिए, हमारे पास 
कोई मैट्रिक्स & है चाहे वह वर्ग है चाहे नहीं। इस मैट्रिक्स में से उन सारे अवयवों 
को मिटा दीजिए जो कुछ विशेष 7 पंक्तियों और ॥ स्तंभों में नहीं हैं। जब 
7:>, तो शेष अवयवों से 7 कोटि का एक वर्ग मैट्रिक्स बनता है । इस मैट्रिक्स 
के डिटमिनेंट को & का # कोटि का उपसारणिक कहते हैं । इस संदर्भ में & के 
प्रत्येक अलग-अलग अवयव को, & का 3 कोटि का उपसारणिक कहते है । उदाहरण 


क लिए, 
9 972 ० 
56 6 + | का 2 कोटि का 
 । 


एक उपसारणिक हैं; ७, 9, . -आदि ! कोटि के उपसारणिक हैं । 


.2. अब, 7+- (7>2) कोटि के किसी उपसारणिक का उसकी 
प्रथम पंक्ति (प्रमेय ) से प्रसार किया जा सकता है और इसलिए उसको ॥ कोटि 
के उपसारणिकों के गुणजों (77्रताध9/65) के योग के रूप में लिख सकते 
हैं । अतएव, यदि 7 कोटि का प्रत्येक उपसारणिक शून्य हो, तो 7+! कोटि का 
भी प्रत्येक उपसारणिक शूुन्य होगा। 


इसका विलोम (०»एक्ा8०) सत्य नहीं है। उदाहरण के लिए, 
8.। में, 3 कोटि का अकेला उपसारणिक वह डिट्मिनेंट है जिसमें मेट्रिक्स 
वाले सारे अवयव हैं, और यह शून्य हो जाता है जब 8559, ५5०८, और 857॥; 

लेकिन, 2 कोटि का उपसारणिक »&--8० आवश्यक रूप से शून्य नहीं है। 
.3. क्रम [िथर)--यदि किसी मैट्रिक्स & का प्रत्येक ही 


झवयव शून्य नहीं है, तो उसी कोटि के उन उपसारणिकों का कम से कम एक 
समुच्चय (5०) ऐसा होना चाहिए जो सबके सब ही शून्य नहीं होते। 


डिटमिनेंट ह 
। & 
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उस मद्ठगिक्स के अलावा जिसमें प्रत्येक अ्रवयव शून्य है, 9 पंक्तियों और 7४ स्तंभों 
वाले प्रत्येक मैट्रिक्स के लिए, $4.2 के तर्कों से, एक निदिचित घन पूर्णोक 
0 ऐसा होगा कि--- 


या तो 9, 77 और ४ दोनों से कम है, 9 कोटि के सब उपसारणिक शून्य 
नहीं हैं; लेकिन 74 कोटि के सब उपसारणिक शृत्य हैं; 


या 0, गगं। (79, 7) के बराबर है, 9 कोटि के सब उपसारणिक झृच्य 
नहीं हैं और 7-+! कोटि का कोई भी उपसारणिक मैट्रिक्स में से नहीं वनाय' जा 
सकता । 


इस संख्या ? को ही मैट्रिक्स का क्रम कहते हैं। लेकिन इस परिभाषा को 
अधिक संक्षिप्त और सुसंबद्ध बनाया जा सकता है और अपना काम चलाने 
के लिए हम निम्नलिखित परिभाषा देंगे : 


परिभाषा 47. एक मैदिक्स का ऋम 7 कहा जाता है ऊब ४ ऐसा सबसे वड़ा 
पर्णाक हो जिसके लिए घह कथन सही हो कि ॥' कोटि के समस्त उपसारणिक शृध्य 
नहीं हें । 


7 कोटि के व्युत्कमणीय वर्ग मैट्रिक्स के लिए, क्रम 9 होता है; ? कोरड़ि के 
झअव्युत्कमणीय वर्ग मैट्रिक्स के लिए, क्रम ॥ से कम होता है । 
वन्य मेद्रिक्स (गरणी शाआांह) को, जिसमें सारे ही अवयव शून्य 
होते है, शूत्य क्रम (शथशा० उधार) का मान लेना कभी-कभी सुविधांयूर्ण 
होता है । 


2. एकचात आश्वितता (॥ कारक हेशुशारेशा०९ ) 


2.7. इस अध्याय के शेष भाग में हम एकघात आश्चितता और इसकी 
विपरीत, एकघात स्वातंत्य (०७7 76०एथात०००) पर ही चर्चा 
करेंगे। विशेष रूप से, हम किसी मैद्रिक्स की एक पंक्ति को, कुछ अन्य पंडिंदयों 
के गुणजों केयोंग के रूप में प्रकट कर सकने की संभावनाओं पर विचार 
करेंगे। इन शब्दों को पहले हम सूक्ष्म और निश्चित अर्थ देंगे। 


छठे अध्याय वाले अर्थों में, मान लीजिए 8,,. . .,०,, ण्सी 
संख्याएँ' हैं जिनमें से प्रत्येके के # घटक (०णाफुप्गव्या3) हैं जो 
वास्तविक यथा संमिश्र संख्याएँ हैँ। मान लीजिए, वे घटक यों हैं--- 


(8।: * * * व ) 9 +-+ ०१३2 (&।१], 2 % पंत) & 





जब झान्ला,. का [70, ॥) जत था चूत ग; 
जब पात्र, मात [ग, 0) जया और 7 में से छोटा वाला । 


40] 


मान लीजिए, संख्याओों का कोई फील्ड। (7००१ )४ है, तो &,,. . .,ध्क की 
ए के सापेक्ष एकघाततः आश्चित कहा जाता है यदि कोई समीकरण ऐसा हो 
कि--..- 
$, 8 नी . . - -+ज्ध्धाा#-0, (१) 
जिसमें कि सारे ।, ४ के सदस्य हैं और उनमें से सब ही झून्य नहीं हैं । 
समीकरण (3) से तात्पर्य इन 7४ समीकरणों का है--- 
[7-7 « » » + करवा 0 (सन 2 3 5 


छ के सापेक्ष एकथात आशतता का विपरीत #£ के सापेक्ष एकघात 
स्वातंत््य होता है । 
संख्या' 3; को $े के सापेक्ष 8७, . . .,०० संख्याओं के गुणजों का योग 
(880 06% जाग प्राण ए9) कहते हैं यदि 
4 55 282-- - - «_ कि) (2) 
के रूप का कोई समीकरण ऐसा हो जहाँ कि सारे !, # के सदस्य हों । सबीकरण(2) 
से तात्पर्य इन 7 समीकरणों से है--- 
82977 - - - » +वितक (5,., . .57) 


2.2. जब तक विपरीत कहा ही न गया हो तो ऊे से हमारा तात्पर्य, 
वास्तविक या संमिश्र, समस्त संख्याश्रों के फील्ड से होगा। इसके अतिरिक्त, 
'एकघातत: आश्चित', एकघातत: स्वतंत्र', गुणजों का एक योग है, आदि 
वाक्‍्यांशों से तात्पयं यह होगा कि प्रत्येक गुणधर्म, वास्तविक या संमिश्र, समस्त 
संख्याओं के फील्ड के सापेक्ष ही सत्य है। उदाहरण के लिए, “संख्या 9, 
७ और ० संख्याओं के गुणजों का योग है में &-०0--स्‍2० के रूप के समीकरण 
का भाव निहित है जहाँ | और |» के लिए यह जरझूरी नहीं है कि वे पूर्णांक ही 
हों! वे वास्तविक या संमिश्र, कोई भी संख्याएँ हो सकती हैं । 

जैसा पहले कई बार हुआ है, हम संख्या शब्द को अनेक श्रर्थों में प्रयुक्त 
कर सकेंगे, उदाहरण के लिए आगे प्रमेध 3। में, हम एक मेट्रिक्स की प्रत्येक 
पंक्ति को संख्या ही कहेंगे । 

3. ऋस ओर एकघात आश्ितता 


3.4- प्रभेय 3---4 यदि, क्रम का कोई मेट्रिक्स हे जहाँ 7 >, और यदि & 
में # से अधिक पंक्तियाँ हैं, तो हम # की # पंक्तियाँ चुद सकते हैँ और किसी 
दसरी पंक्तियों को इन 7 पंक्ति के यणजों के योग के रूप में लिख सकते हैँ । 

साय लीजिए, & में 70 पंक्तियाँ और 7 स्तंभ हैं । तो दो संभावनाएं ऐसी हैं जिन एर 
विचार किया जा सकता है : 


(भाग एक के प्राथमिक्र नोट से तुबना कौजिए ! 


० मकान?" जद कनेत)१वायाफि फेजलिल पक कट. # ह “.उकलनाककन २७ जज ज२ ०३० शदभा रन कर २४कफ्जी डा ब्मन्‍कमकम.. हक, 
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या तो ($) 7550 और 797. 
या (४) १< 7४ और, साथ ही, 7<ए 
(7) मान लीजिए, 7] और छा >॥ 

7 कोटि का, कम से कम एक अ-शून्य डिटमि नेंट ऐसा है जो ४ से बनाया जा सकता 
है। स्तंभों के लिए अक्षर ओर पंक्तियों के लिए अनुबंध लेकर, मान लीजिए, / के 
अवयव इस प्रकार दयोतित किए जाते हैं कि ऐसा एक अ-शून्य डिंट्मिनेंट 
निम्नलिखित से प्रकट किया जा सके--- 





अिविस्स | & (9 + « | । 
5 7 70.5 
हनन 
कया गा - - । 
इस नए नामकरण में, मान लीजिए, ॥7+0 किसी ओर पंक्ति का 


अनुबंध हे । 
तो (अध्याय दो, $4. 3) ? समीकरणों, 
4 न-922 >न्नैशाप्िक्‍तथा+ 02 


आती आह 


3 आ 0 / अधआ कथा ब्न्ज्ड 


नर 5 - 5-५ ता ३0 
का. ॥, 2,-- -४। में एक अद्वितीय साधन होगा जो 
₹5 (9, +.0 52 0)/ (972 - (0), 
(25 ( 8]0, +003- * * ५) ((992 - रे ता ) थ 
से दिया जा सकता है इत्यादि, इत्यादि । अतः अनुबंध ४-9 वाली पंक्ति॥ को, 
/में झरने वाली #& की ॥ पंक्तियों के गुणजों के योग में व्यक्त किया जा सकता है । 
इससे प्रमेंय तब सिद्ध हो जाता है जब 7+57<0, 
यान दीजिए कि यह तक अभ्रव असफल हो जाता है जब ७७-0० हो 
(४8) मान लीजिए, 7<४ और, साथ ही, 7<79, 
7 कोटि का कम से कम एक उपसारणिक ऐसा होगा जो गअ्-शनन्‍्य है। जैसा 
() में किया गया है, स्तंभों के लिए अक्षर और पंक्तियों के लिए अनुबंध 
लेकर, & के अवयवों को इस तरह दयोतित कीजिए कि + कोटि का इस 
प्रकार का एक अ-शन्य उपसारणिक यों प्रकट किया जा सके 
शिन्न | & 90 -+ - 9 
82 902 - -* 72 
५० ०» '  छ 
यदि ९, उस पंक्ति के लिए प्रयोग करें जिसके अक्षरों में अनुबंध £ है तो हम 


समीकरण (१) को यों लिख सकते हैँ--- 
99+0 372027 - - हम 2 


न्‍अलकलनककनननाना, 
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इस नामकरण में, मान लीजिए कि ४ की शोष पंक्तियों के अनुबंध ॥+- 4, 
7+2, . . . ..य। हैं । 


इक स। | ॥॒ 6 |! 
डिटमिनेंट 00 +- ! शि ब 
| नि न न + * | 
[का ४४ 6. 

| 80...6 - 72:+0 ० /+6 


पर विचार कीजिए जहाँ 08, 4 से ए9-+ तक का कोई भी पूर्णाक है और 
जहाँ, ०, & के किसी भी स्तंभ काअक्षर है। 


७ यदि, 9,. . .,09, में से कोई अक्षर है, तो 9) के दो स्तंभ अभिन्‍न 
हो जाते हैं और इसलिए वह शून्य हो जाता है । 


७ यदि, &,. . .,0, में से कोई अक्षर नहीं है तो --79, < का, 
7-+-7 कोटि का एक उपसारणिक है; और चूंकि & का क्रम है,तों 9 फिर शून्य 


हो जाता है । 


इसलिए, ॥0 शून्य है जब ७, / के किसी भी स्तंभ का अक्षर है, और 
यदि हम 9) का उसके अंतिम स्तंभ से प्रसार करें, तो समीकरण 
०, | ७-7)20[-7+०2०27* | ' न)0०४-50, (2) 
प्राप्त होता है जहाँ "४ 70 और जहाँ )७, 9,, . .,.»३ सब ही ७ से स्वतंत्र हैं : अतः, 
(2) उस पंक्ति को, जिसमें अनुबंध 7+9 है, की 7 पंक्तियों के गुणजों 
के योग के रूप में व्यक्त कर देता है; प्रतीकों में , 
५2 श्प 


नस _ 2 
7+97 छः एुए * 8०५ 


यह प्रमेय को तब सिद्ध कर देता है जब 7, पर से कम हो और 7४ से कम हो । 
ध्यान दीजिए कि यह तक तब सफल नहीं होता जब !४८«- 0 हो । 


3.2... प्रमेय 32---0 यदि, 7 ऋम का एक मेद्रिक्स है, तो यह अ्रसंभव है 
कि ४ सें से ८ पंक्तियाँ चुनकर प्रत्येक दूसरी पंक्ति को इन 4 पंक्तियों के गुणजों 
के योग के रूप में व्यक्त किया जा सके जहाँ 6<7 है । 


प्रमंथ. के विपरीत, समान लीजिए, कि हम ४ में से ५ पंक्तियाँ चुन 
सकते हैं और प्रत्येक दूसरी पंक्ति को इनके गुणजों के योग के रूप में व्यक्त कर 
सकते हैं। 


पंक्तियों के लिए अनुबंधों और स्तंभों के लिए अक्षरों का उपयोग कर भान 
लीजिए ४ के अवयव इस प्रकार दयोतित किए जाते हैं कि चुनी हुई 
4 पंक्तियाँ 9,, 99. - .+ 9व से प्रकट की जा करके । तो, 5-१, . . .,छ 
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के लिए, जहाँ. 79 ० में पंक्तियों की संख्या है, कुछ अचर 29८ इस ब्रकार 
के होंगे कि-- 

0८2६7 ० ५ ५» व 247 (3) 

क्योंकि, यदि -- , . . -,9 हो तो (3) तब संतुष्ट होता है जब 9.॥(75० ७: 


झौर यदि £ ५ हो तो (3) हमारी परिकल्पना (09700//८») को प्रतीकों में व्यक्त 
कर देता है । 


झब स्वेच्छा से, & के 7 कोटि के किसी भी उपसारणिक को लीजिए । मान 
लीजिए, उसके स्तंभों के अक्षर ०,. ., 0 हैं और उसकी पंक्तियों के अनुबंध 
४,,. . 5 हैं। तो उपर्युक्त उपसारणिक यह होगा--- 


| 204- ««- न+-*वा704-- .2(04 - #पारा 00 | 
। 
| 


).]6:04 ----- 7 २०५८४८५- .)५८00 -----+*०१८:00 | 
जो निम्नलिखित दो डिटमिनेंटों का पंक्तियों से गुणनफल है--- 
औ५]:« .+५१९॥ 0. .0 । 


७ कर ० % # +% + +$ ७ ७ ४ # » +% 


| >ाकत- >प्वांत 0- -0 
जिनमें प्रत्येक के 7--4 स्तंभ शून्यों के हैं । 
तदनुसार, हमने जो कुछ माना था, वह यदि ठीक होता तो ४ का 7 कोटि का 
प्रत्येक उपसारणिक शून्य हो जाता । लेकिन यह बात नहीं है क्‍योंकि ४ का क्रम 7 
होने के कारण, » का 7 कोटि का कम से कम एक उपसारणिक ऐसा अवश्य है जो 
शून्य नहीं है । अतएव हमारी कल्पना सत्य नहीं है और इस प्रकार प्रमेय स्थाषित या 
मान्य हो जाता है । 
4. गअ्-समधाती एकधात समीकरण . (एशानीएश्र०2श९०७७४.. पत्र 
€(ए9875) 


# # के ७ $# ४ ०» कक ७ 





4.. .ग्रब हम, 


हि भाठ( तन 9 (55,. . .,0),) , (१) 
पर विचार करेंगे जो 53,. - - ४. आदि 79 अज्ञातों (एगाटा0ज्ञा5) में, 70 एक- 
घात समीकरणों का एक समुच्चय है। समीकरणों का इस प्रकार का कोई 
समुच्चय या तो अविरोधी हो सकता है, अर्थात्‌, £ के मानों का कम से कम एक समुच्चय 
ऐसा ज्ञात किया जा सकता है कि सारे ही समीकरण संतुष्ट हो सकें, और या वे 
समीकरण परस्पर विशेधी हो सकते हैं, अर्थात्‌ ५ के मानों का ऐसा कोई भी समुच्चय 
महीं हो सकता कि सारे समीकरण संतुष्ट हो सके । बह निश्चय करने के जिए कि समी- 


05 


करण बिरोधी हैँ या अविरोधी, हम इन मेट्रिक्सों को लेते हैं--- 
शप्स्ी | ४ 





8 - + धह्ा ॥. हें था। - - बाय 0 


%.. +$ ४ $ $# +# $+ + + % दि भ ०० /०/०/०/०/ :७/ $ + ७ ० + ७ ७४ +* ७४ +%९ #*ऋ 





हु ४ है. का - + वैजल खेत 

8 को, ४ का आवधित (&0870०7/20) मैट्रिक्स कहते हैं । 

मान लीजिए, &, 5 के क्रम क्रमझ: 7, 7 हैं । तव, या तो 7557, या 7<7' चूंकि 
# का प्रत्येक उपसारणिक, # का एक उपसारणिक है (यदि ४ में ॥ कोटि का कोई 
अ्र-शून्य उपसारणिक है तो ऊ$ में भी होगा; लेकिन यह झावश्यक नहीं है कि इसका 
विलोम भी सत्य हो ।) 

हम यह सिद्ध करेंगे कि सर्मीकरण तब अविरोधी होंगे जब 7-57 हो और बिरोधों 
हींगे जब 7<7 हो | 

4.2. मान लीजिए, 7<7“ चूँकि 77 € 00, 7< 7. हम ४ की 7 पंक्तियाँ चुन सकते 
हैं और #& की दूसरी प्रत्येक पंक्ति को इन 7 पंक्तियों के गुणजों के योग के रूप में व्यक्त 
कर सकते हैं । 

मान लीजिए हम (3) के समीकरणों को इस प्रकार अ्रंकित करें कि चुनीं हुई 
7 पंक्तियाँ उन पंक्तियों में बदल जाएँ जिनमें अनुबंध , . . .,! हैं। तो हमें इस रूप के 
समीकरण प्राप्त होते हैं --- 

3. 0३ १०१७७[7 « - « /*५0*+६ 5 6, (2) 
जहाँ सारे », £ से स्वतंत्र हैं। 

अब हम यहू परिकल्पना कर लेते हैं कि () समीकरण अविरोधी हैँ । तो, (2) 
को %६ से गुणा करने परऔर ६४-5३ से (वन्य! तक जोड़ने पर, हमें 

595 +0च३+ै३३४०१- + - ।2+00 (3) 
प्राप्त होते हैं। 

(2) और (3) समीकरणों में यह आशय निहित है कि 8 की किसी भी पंक्ति 
को, पहली 7 पंक्तियों के गृुणजों के योग के रूप में व्यक्त कर सकते हैं और 
यह आशय उस तथ्य के विपरीत है कि 8 का क्रम 7 है। (प्रमेय 32) 

अतएव, () के समीकरण अविरोधी नहीं हो सकते । 

4.3. सान लीजिए, 7'5ता है । यदि इल्‍5४ हो तो () को नीचे (5) 
के रूप में लिखा जा सकता है | 


यदि 7<7 हो तोहम 8 की ॥ पंक्तियाँ चुन सकते हैं और अ्रन्य प्रत्येक 
पंक्ति को इन 7 पंक्तियों के गुणजों के योग के रूप में व्यक्त कर सकते हूँ। जैसा 
पहले भी किया जा चुका है, समीकरणों को इस प्रकार अंकित कीजिए कि ये 7 


पंक्तियाँ 4ल्‍-5, . . . की संगत हो सके। तो, « का प्रत्येक वह समुच्चझ जो 
४६८स0०/63--8 


333५०-नननीन किन लक कसा नी. कक गगन अकनकना भबानकीनना ननना “िनाय विनननाना जप जी यणिगलननण धनिया भयए धन न थि?थओन नभ्ननननानभा लिन 
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७ बह पता [च],.. ..7) (4) 


प्लस 
नुष्ट करता है, () के सारे समीकरणों को भी संतुष्ट करेगा 


अब, मान लीजिए, 9७, (4) में » के ग॒णांकों के मेट्रिक्स को प्रकट करता' 
है। तो, जैसा आगे सिद्ध किया जाएगा, & का, 7 कोटिका कम से कम एक 
उपसारणिक्त ऐसा होगा जिसका मान शुन्य से सिन्‍्त होगा । क्योंकि, & की #-वीं 
पंक्ति यों लिय्ी जा सकते के कारण--- 


रै[ 97  - - - य॑ रथ 0 


4 को 7 कोटिका प्रत्येक उपसारणिक, डिटमिवेंट | 09७ | और डिटमिनट 
० | के गृणनफकल के बराबर है जहाँ के माव 7 आ्रादि है 

( $3.2 की कार्यग्रणाली में ६७7 रखकर देखिए ); दूसरे शब्दों में, #& के 

7 कोटि के प्रत्येक्त उपसारणिका का एक खंड, 7 कोटि का & का एक 

उपसारणिक होता है। ले।कन है का 3» कोटि का कप्त से कम एक उपतारणिक 

ऐसा है जो बूत्य नहीं है और इसलिए 5 का 7? कोटि का भी एक उपसारणिक शून्य 

नहीं है । 


मान लीजिए. 5 चरों के अनुबंधों को इस प्रकार अंकित किया जाता है 
कि 8 के पहले + स्तंभों से 7 कोटि का एक अ-शून्य उपसारणिक प्राप्त हो जाए । 
तो, इस संकेतन में, (4) के समीकरण यों हो जाते हैं--- 


ु छ्‌ 


5 छा न्0- 5 का 55 (++,, . -»7) (5) 
कह । सनक 
जहाँ कि बाएं पक्ष में गुणांकों का डिटमिनेंटर शून्य नहीं है। दाए पक्ष का संकलन या 
योग ( 8ए्शत्र/०0 ) केवल तभी विद्यमान होगा जब 7>>7 हो । 


यदि आज हो तो हम %,,।,. . ., >7 को स्वेच्छ साच (क्राजिंक्याए 
५०068) दे सकते हैं और फिर (5) के समीकरणों को 5%|,. . ..४, के 
लिए अद्वितीय रूप से हल कर सकते हैं। श्रतएव, यदि उच्च और ग>्+ हो 
तो () के समीकरण अ्विरोधी होंगे और £ चरों के ॥--7 समुच्चयों में से कुछ 
ऐसे होंगे जिन को स्वेच्छ मान दिए जा सकें | 





अमन कसम. नमतडअनमलक » (न 7५ १७०० जन नन-कक-नन- अनकननन न क-लाकतपनन कान ++ कल ८ननकन पककाननगााकक० जप जन्‍० के, 


चिरों के १- समुच्चयों में सब ही को स्वेच्छ मान नहीं दिए जा सकते; इसकी 
कसोटी यह है कि शेप ४ चरों के गुणांकों से ॥ कोटि का एक अ्र-शन्य डिटमिनेंट 
प्राप्त हो सके 


07 


यदि 9चल्‍7॥ हो, तो (5) के समीकरण, और () के समीकरण भी, अविरोधी 
होंगे और उनका एक अद्वितीय साधन होगा। इस अद्वितीय साधन को प्रतीकों 
(सातवाँ अध्याय , $ 7. 5) में इस प्रकार लिख सकते हैं 
४5-57 5, 
जहाँ. 6।, (5) के बाए पक्ष गुणांकों का मेट्रिक्स है, ० ऐसा एक-स्तंभीय 
मट्रिस है जिसके अवयव ४9 ,. - .+० हैं और 5 ऐसा एक-स्तंभीय 
मेट्रिक्स है जिसके अवयव 5. ,. . -, हैं। 


$. समधघातोीं एकचत समीकरण 


9 आ8 आलू 0 [हल ६५ ८77 5 (6) 


बा 

समीकरणों को, जो 5,,. . ..४७ आदि # अज्ञातों में, 9 समघाती समीकरणों 
का एक समच्चय बनाते हैं, (7) के समीकरणों के एक उदाहरण की तरह 
समझा जा सकता है जब सारे ही / शून्य हों । (4) में दिए गए परिणाम 
सीधे ही लागू हो जाते हैं। 

चूँकि सारे ही ज शून्य हैं, 9 का क्रम & के क्रम के बरावर होगा और 
इसलिए (6) के समीकरण परस्पर सदेव अविरोधी होंगे । लेकिन यदि £ जो 
20 काक्रम है, # के बराबर हो जाता है तोी 84.3 के संकेतन में, (6) के 
समीकरणों का एकमेंव साधन 

हनन 9, 055 0 


से दिया जा सकता है । अतएवं, जब 75-४7 हो तो (6) का एकमेव साधन 5८-0० से 
अर्थातू, ४[5+5५०७३ . , .5 5४४5० से दिया जा सकता है। 


जब 7<7 होतो जैसे हमने 84. 3 में (5) के समीकरणों के होने पर 
किया था---वैसे ही हम (6) के सावन को निम्नलिखित के साथन के रूप में 
ला सकते हँ--- 


|) 
< 88 फेललस -ा ४ वाह के (व 55 पड) ( 7) 
र्। रन्जा न 


जिसमें बाएँ पक्ष के गुणांकों का डिटमिनेंट शून्य नहीं है | । इस स्थिति में, (6) 
के सारे साधन 775. ;, . . .,5० की स्वेच्छमान देने से, और फिर (7) को »,, . . .,5, 
के लिए हल करने से प्राप्त हो जाते हैं। एक बार 5.५७, . . .७ आदि को मान 
दे देने पर (7) के समीकरण, 5, . . .,१० को अद्वितीय रूप से निश्चित कर सकते हैं । 

'यह आवश्यक नहीं है कि (7) का संकेतनव वही हो जो (6) का है : & के 


अवयवो के नामकरण मओऔर 5 चरों के अंकन में $ 4. 3 वाली परदधति अपनाई 
गई है । 


08& 


विशेष रूप से यदि चरों की संख्या समौकरणों से अधिक हो, अर्थात्‌ 77 9 हो तो 
7<0 होगा और समीकरणों का एक साधन »[5. . . ऋन्‍्झशतू0 के अलावा और 
झछ होगा । 
6. साधनों के सूल समुच्चय 

6.4. जब 7, जो ४ का क्रम है, ॥7 से कम हो तो मानों के निम्नलिखित 
7ए-्ा समुच्चयों के लिए (7) के समीकरणों को हल करके हमें, (6) के समी- 
करणों के 7--7 विभिन्‍न साधन प्राप्त हो जाते हैं -- 

2 +]क्‍त्ट, ऑकातता0, ««०० फर+वनन 05 


/&.५.27 0, ये 2 75 । .] के # «के ..... 2 +२ 0, 


(8) 


बरस 22०26 हक [ 


हु नत्0,.. अरन्‍ना0, ---७9 था त्ौी।. 
हम औ दवारा ऐसे एक-स्तंभीय मैट्रिक्स को प्रकट करेंगे जिसके अवयव 9॥, . . .,5, 
हैं। (6) के विशेष साधनों (एथ्षागंट्णांआ 80ए४०78$) कोजो (8) के मानों 
के समुच्चयों से प्राप्त होते हैँ हम 
5 (६८-, 2, . . . ,---) (9) 
से प्रकट करेंगे । 
जैसा कि हम $6.2 में सिद्ध करेंगे, (7) का व्यापक साधन (इक्षाक्षक्वों 
80पए70० ) #, जो (7) में 5.,। ,. - - १७ को स्वेच्छ मान देने से प्राप्त होता 
है, निम्नलिखित सूत्र के द्वारा प्रस्तुत किया जा सकता है--- 


इ१७-४ 

न 52+:+]( ८ कक) 
दूसरे शब्दों में, (५), (6) का प्रत्येक साघन, ४| विशेष साधनों के गुणजों का 
एक योग है। इसके अतिरिक्त, (0), कोई भी #[| दूसरे ४: के गुणजों का योग 
नहीं है । साधनों के ऐसे समुच्चच को, जिसमें (8) और (४) वाले गुणधमे 

हों, साधनों का मूल समुच्चय कहते है। 
साधनों के मूल समुचक्चय एक से अधिक होते हें | यदि हम (8) में बराबर 
के चिह नों ( «वण4वा५ शां875) के दाहिनी ओर की संख्याओं के बदले, 7--- कोटि 
के किसी व्युत्क्मणीय मैट्रिक्स के अवयवों को रख दें तो हमें (6) के साधनों का एक 
मूल समुच्चय प्राप्त हो जाता है। इन संख्याओं के बदले यदि ॥---7 कोटि के किसी 
ग्रव्युत्कमणीय मैट्रिक्स के अवयव रख दिए जाएँ तो हमें (6) के ऐसे ॥---7 साधन 
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प्राप्त होते हैं जिनसे साधनों का एक मूल समुच्चय नहीं बनता | इसको हम $6. 4 
में ग्रिदूध करेंगे। 


6.2. 96.] में दिए गए कथनों की उपपत्ति[ :-- 


हमारी चर्चा, ॥ अज्ञातों में 9 समधघाती एकघात सर्माकरणों के एक समुच्चय 
से ही संवदध होगी जब कि गुणांकों के मैद्रिक्स का क्रम 7 हो और ॥<० 
हो । जैसा हम देख चुके है इस प्रकार के किसी समुच्चय का प्रत्येक साधन, वास्तव 
में उठ समीकरणों के एक समुच्चय का एक साधन होता है जिनकों हम इस रूप 
में लिख सकते हैं -- 
हक 


प्ि 
£ शभाफचत-+ 5» 265६ (5*,. . -,!), (7) 
ध्व्स् प्ल््न 


जिसमें कि, बाएँ पक्ष के गुणांकों का डिटमिनेंट शून्य नहीं है। इसलिए, हम पहले वाले 
समीकरणों के बदले केवल (7) पर ही विचार करेंगे। 


86.4. की तरह, है द्वारा ७&॥,... ,४ को प्रकट करेंगे जब इनको 
एक स्तंभ वाले मैट्रिक्स की पंक्तियों के झवयवों की तरह माना जाए, ४. 
दुबारा (7) के समीकरणों के वे विज्ेष साधन प्रकट किए जाएगे जो (8) के मामों 
के समुच्चयों द्वारा प्राप्त होते हैं । इसके अतिरिक्त, 3६ के द्वारा (8) के ४-वें स्तंभ 
को प्रकट किया जाएगा जब उसको एक एकस्तंभीय मैट्रिक्स की तरह माना जाए, अर्थात्‌ 
[. की ४-वीं पंक्ति में एक और शेष 7--7-- पंक्तियों में शून्य होगा । मान लीजिए, 
४ द्वारा (7) के समीकरणों में बाएँ पक्ष के गुणांकों का मैट्रिक्स प्रकट किया 
जाता है और &।7 द्वारा 6, का व्युत्कम प्रकट होता है। 


उपपत्ति में एक स्थान पर हम 5३४१ के द्वारा 5७, . . ..४५+६ की प्रकट 
करेंगे जब इन को एक एकस्तंभीय मैद्रिक्स के अवयवों की तरह समझा जाए। 


(7) का व्यापक साधन, 25५+३,- ४७, की स्वेच्छ मान देने से और 
फिर समीकरणों को 5,,.. ...७ के लिए (अद्वितीय रूप से, चूँकि &। 
व्युत्कमणीय है) हल करने से प्राप्त होता है। इस साधन को प्रतीकों में व्यक्त किया 
जा सकता है। उपमैद्रिक्सों (इ70-7877०८$) की युक्ति का बदि उपयोग किया 
जाए तो--- 


_न- 
्ि 27 हक #. «० ४» ५. छ 
॥ ई न टन्प्म्रे ते 
नं 5 | वा पक जे 4 
७-5 श-४ 
& 4 ४, ४ | 
हब औ। व । 


वि 


मा मम नम न कक कल अप कल कस 
बहुत से पाठक, कम से कम पहले पठन में, इन उपपत्तियों को छोड़ देवा पसंद 
करेंगे । नौसिखिए के लिए $6 का शेष भाग कुछ कठिन हौ होगा । 


0 


लेकिन, अंतिम सैट्रिक्स यों हैं -- 





झऔर इस प्रकार यह सिद्ध हो जाता है कि (7) का भ्रत्यक साधन इस सूत्र से 
व्यवतत किया जा सकता है-- 
4 अजाआ कष 


ट्र्न्ल् 
6.3. एक मूल समुच्चय में 7--7 साधन होते है । 
6. 3. हम पहले यह सिद्ध करेंगे कि 7-२ से कम साधनों का कोई समुच्चय 
मूल समुच्चय नहीं हो सकता है । 


मान लीजिए, ४,,.... .. ४५ ,जहाँ 0<7-7 है, (7) के कोई 9 विभिन्‍न 
साधन हैं। जो कुछ हम सिद्ध करना चाहते हैं उसके विपरीत मान लीजिए, ४; एक 
मूल समुच्चय बनाता है। तो कुछ अचर 29८ इस प्रकार के होंगे कि-- 


2 
अन्त ४ | 2८ आ। (((८+, . . . . . 7 ) , 
प्ध्य्स 


जहाँ &॥., 86.] (9) के साधन हैं। प्रमेय 3॥। को मेट्रिवस »ा] में 
लागू करने से, जिसका क्रम ? से अधिक नहीं हो सकता, हम प्रत्येक हू. को, उनमें 
से (अधिक से अधिक ) 9 के गुणजों के योग में व्यक्त कर सकते हैँ । लेकिन, 
(8) में मानों की सारणी के अनुसार, यह असंभव है, और इसलिए हमने जो . कुछ माना 
था वह सही नहीं हो सकता और ४। एक मूल समुच्चय नहीं बना सकता । 


6.32. श्रव हम यह सिद्ध करेंगे कि 7--+ से अधिक साधनों के किसी समुच्चय 
में (कम से कम) एक साधन शेष के गृणजों का एक योग होता है: 

मान लीजिए, ४,,. .., ४४ जहाँ ५>7--+, (7) के कोई 7 विभिन्‍न 
साधन हें। तो (0) से, 


०-7] 


ह दी द् [ा: &]. 6 3 हर 99 ) 
म्त्ष््‌ 


जहाँ, |प८, ४। में ४. का मान है। जैसा $86.3] में किया गया है 
बिलकुल वेसे ही, हम प्रत्येक £; को, उनमें से (अधिक से अधिक ) 7--उके गुणजों के 
एक योग के रूप में प्रकट कर सकते हैं । 


6.33. मूल समुच्चव की परिभाषा से और $86.3 श्र 6.32 से यह स्पष्ट 
हो जाता हैँ कि एक मूंल समुच्चय में ॥--7 साधन होने चाहिएँ । 
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8५ 
कक ४) 


6.4. $96.4 से दिए गए कथनों की उपपत्ति (पर्वानबद्ध) 


65.4. [था] यदि, 7-7 कोटि का एक व्युत्कमणीय सैट्रिक्स हैं और 
#&7] यदि (7) का वह साधन है जो निम्दलिखित मानों को लेने से प्राप्त होता है 
अं: तत्णा, 202००, ... अगर ०+ -+ 
तो, $6.2 में जो कुछ सिद्ध किया गया है, उससे 
पं 
अं नन <+ जाप, (-, .. ., 7-7). 
(कह । 
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8 ऊ बे 
इन समाकरणों ८ हुल करने से (दे० सातवाँ अध्याय 83.0) हमें रेम्नलडखित आप्ल 


होते होते हैं ााएए 
टू शी जन 
#. (० धय 
रह हद व है, ६ ६५ 8, 5 23 अगर ( ईु 4) 


जहाँ [॥), (०४) का व्यत्कम है। 
ग्रतएव, (0) से, (7) का प्रत्येक साधन इस रूप में लिखा जा सकता है--- 


दे) ७ है 090०7 
22६2 ऊँ चुत री 
अत 2: पक 2 )॥८२ ६ 


आई 


8 का ध 7]«5 
2 ( के 45 4.4, (!६ ) है. 
दज|! रेक्‍्नई 

इसके अतिरिक्त, यह संभव नहीं है कि किसी एक 5 को शेष के गंणजों 
के एक योग के रझूप में प्रकट किया जा सके | क्योंकि यदि ऐसा होता तो (7) से 
एस रूप| के समीकरण प्राप्त हो जाएँगे-- 

7]- 
है. सै ५ जि | है २5 7-४7) 

भर इन समीकरणों में, $85.3॥ से, यह भाव निहित होगा कि एक ४. को बाकी 
के गुणजों के एक योग के रूप में व्यक्त किया जा सकता है । 


इसलिए, ४ साधनों से एक मूल समृच्चय बनता है । 


6.42. . [० यदि गू-ना कोटि का कोई अव्युत्कमणीय मैंद्रिक्स है 
तो उसके अवयवों के उपयुक्त अंकन से, कुछ अचर 2५ इस भ्रकार के होंगे 
कि-+- 

2 न्‍ 
0५ . 0,।:77<० “690६४ ((>+(, ..., ०४), 


ड्ड्च्ड 
प्स्प्् 


जहाँ, 0 , मैट्रिक्स का क्रम है और इसलिए 9<॥-न- 


जब नल भा ५ कीनटननिनाननता अत लिलननता भीतिनभीतीनी न + भर चलन ल नी लिन नाना नी नल कल का अल तर ।> समरमनमनक-- नव». ५ अ अप «-33भ७५.ानकाक ०९० कानन- कमर फा+/+-> ५ ++माभा९++१ ३» कम * न “०० अब ७-क,.. पान-लन+गनपालीयमलकनाअकनन तल ५२०-ममान- पका +५०++पानन कक समन अमन नानी तन» पापप जन सम ३ सननक- व आ»-नभ3+॥.3 4733 40,%०-33+ फेक नाना,“ फैन फकनन काल कताकरा"।. क्‍कोज तन चना हरी या... मनन मे का. 


हम यह मान लेते हैं कि साधनों का अंकन ऐसे हुआ है कि ४“, _, को शेष के 
गूणजों के योग के रूप में लिखा जा सके । 


.4.> 


लेकिन, (0) से, 


ये क0ता हे 0, +6,:-+9,८ (09%, १-8 है कि मय 7 
स्का 


5] 
झौर, है. सहज कक. रेप (077 5, . . « ५9) 
| “| 
इसलिए, एक समीकरण ऐसा होगा कि--- 


8 
है. मी कई 
क्षिम्नग 4 


झौर इसलिए £। से साधनों का एक मूल समुच्चय नहीं बन सकता । 

6.5. साधनों का ऐसा समुच्चय कि उनमें से कोई भी शेष के गृुणजों के योग के 
रूप में व्यक्त न किया जा सके---एकघाततः स्वतंत्र (उवा6क्ाए विवंटएशतेटाए ) 
कहबाता है । 

868 6.4] और 6.42 में जो कुछ सिद्ध किया जा चुका है उसके अनुसार, साधनों 
का एक ऐसा समुचज्चय जो एक व्युत्क्मणीय मैट्रिक्स [जा] से प्राप्त या व्युत्पन्त 
((९७7४८९) हो, एकघातत: स्वतंत्र होता है और साधनों का एक ऐसा समुच्चय जो एक 
अव्युत्कमणीय मैट्रिक्स [ | से व्युत्पन्त हो एकघातत: स्वतंत्र नहीं होता। 

इसके अनुसार, यदि 7-7 साधनों का कोई समुच्चय एकघाततः स्वतंत्र है 
तो वह एक व्युत्कमगीय मैट्रिक्स [७] से व्यूत्पन्न होना चाहिए और फलस्वरूप, 
$ 6.44 से, साधनों का इस प्रकार का एक समुच्चय, एक मूल समुच्चय होगा । 

अतएव, 

7-। साधनों का कोई भी एकघाततः स्वतंत्र समृज्यय, एक मल 

समुचज्चय होता है । 

इसके अतिरिक्त, 7--न साधनों का कोई भी ऐसा समुच्चय जो एकथाततः: 
स्वतंत्र नहीं होता, एक मल समृच्यय नहीं होता, क्योंकि वह एक अव्युत्कमणीय मेद्रिक्स 
[फटी से व्युत्पन्न होना चाहिए । 


प्रश्ताबली नौ 
मेट्क्स का क्रम सालूम करने के परिकलनों को कम करने के तरीके 
). सिद्ध कीजिए कि किसी मैंद्विक्स के अ्रवयवों में निम्नलिखित परिवतेनों के 
बाद भी उसके क्रम में कोई अंतर नहीं पड़ता : 
(3) दो पंक्तियों (स्संभों) का विनिमय, 
(7) किसी पंक्ति (स्तंभ) का किसी अ-शन्य झ्चर से मुणय, 
(४) किन्‍्हीं दो पंक्तियों का संकलत। 
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संकेत---क्रम का ज्ञान इस वात पर निर्भर होता है कि मैट्रिक्स के कौन से 
उपसारणिक अ-शून्य डिटमिनेंट है। या, संक्षेप में, प्रश्नावली 
सात, 8-20 और नवें श्रध्याय के प्रमेष 34 का उपयोग कीजिए । 


[3 


जब [|] का 7+] कोटि का प्रत्येक उपसारणिक जिसमें पहली 7 पंक्तियाँ 
और 7 स्तंभ हों, शुन्य हो, तो सिद्ध कीजिए कि कुछ अ्रचर *।६ ऐसे होंगे कि 
[०0] की ४£-बीं बंक्ति, 
श 
95० ६] 
>> 


से व्यक्त की जा सकती है। 83.2 के तरीके से, बा किसी और तरीके से, 
सिद्ध कीजिए कि तब 7+] कोदि का [०|) का प्रत्येक उपसारणिक 
शन्य होता है| 


3. प्रइन 2 का उपयोग करके, सिद्ध कीजिए कि यदि ४? कोटि का एक उप- 
सारणिक ग्र-शुन्य हो तथा यदि उसके किनारों पर किसी भी अन्य स्तंभ तथा 
किसी भी अन्य पंक्ति के अवयवों को रख करके प्राप्त होने वाला प्रत्येक उपसलार णिक 
वान्य हो तो मैट्रिक्सि का क्रम होता है । 


4... ससमित वर्ग सेट्रिक्सों के लिए नियम : यदि 7 कोटि का एक मुख्य उपसारणिक 
अशुन्य हो और 7+] कोटि के सारे मुख्य उपसारणिक शन्य हों तो मेट्रिवस का 
क्रम ; होता है। (प्रश्न 7 के बाद का नोट देखिए ) 


[७,.] के लिए निम्नलिखित निष्कर्पो की स्थापना के बाद इस नियम को 
सिद्ध कौजिए । 


( 7 ) («+|8(] कक, मै।... ०१६  5+१६ । (3;६ नौ] 23), 
जी पा | वे म३ न 
५५ 8६. 95५ 35६ 
3. पु कह मकऔड नह ! 


में 04.६ बदि 2... के सहखण्ड को प्रकट करता है तो #३६/॥ 
--- ८ (5 #$ ८२.७४... जहाँ (0 | वास्तव में, (६ मं 05५ 5([०४7 > ५ ०१५५ ब्क 
बुरक उपसारणिक (०णाफॉशाशाशिए गांगण | है । ( प्रमष 8)। 


(॥) यदि प्रत्येक. (5७० और प्रत्येक संगत #ै&70, तो 
प्रत्येक 0..०७,.००0 और (प्रढन 2) 7+! कोटि का, पूरे 
मेट्रिक्स [ आ८ | का प्रत्येक उपसारणिक शून्य होता है। 


[4 


(0) यदि 7+] और ॥+-2 कोटि के सारे मुख्य उपसारणिक शून्य हें तो 
क्रम, 7 या उससे कम, होता हैं। (इसको आगमस से सिंदध किया जा 
सकता है ! ) 


संब्यात्मक प्रश्न 


5. निम्नलिखित भैद्धिवयों का क्रम ज्ञात कोजिए-- 
 ( 5. &. 77]5 .३ (7) [4 5 6) , 
[2 4 5 8$| |5 6 7| 
[3 | 2 3 (7 8 9; 
कक जा छोर है. हे 5.8 हा (ए) | 67] 3 &$] 
।5 8 |। 4| | 42 6-| 
/6 5 8 7 | । 0 3 9 7! 
| ही या | 76 ४. ॥% छा 
ड (80 (00 0 | ये. ४ ) 


प्यामितीय अनुप्रयोग 
6. किसी समतल में एक बिंदु के समघाती निर्देशंक ( 5, », 2, ) 


सिद्ध कीजिए कि तीन बिंदु [ 5 क्र & ), 75",2,3 
रंरेखी ( ढणतिव्या ) या असंरेखी ( एणा-ट्णीताव्क्ा ) होंगे 


८ मेटिक्स 5, ए 72! 
४2 9० 722 | का क्रम क्रमशः 2या 3 हो। 
३ ४३3 25 


7. स्वेच्छा से लिए मए किसी बिंदु के निर्देशांक, प्रश्न 6 के संकेतन में, इस रूप 
में लिखे जा सकते हें --- 
#लत्औ] न॑]७४४०+ ४5३, 
शन्सऔ आप नी ॥५2- 793, 
2स्न)2] -+]422- १253, 
बशर्ते कि बिंदु , 2, 3 संरेखी नहों। 
सुझाव---4 पंक्तियों और 3 स्तंभों के मेट्रिक्स को लेकर प्रमेय 3] का उपयोग 
कीजिए । 


8. प्रश्न 6और 7 के कथनों के अनुरूप (क्राओं०६०७४)) दीजिए जब 
त्विविम आकाश में एक बिंदु के समघाती निर्देशांक (5, 9, 2, ७) हों । 
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9. आकाश में तीन समतलों का विन्यास (००माडइ्टफा४०) ), जिनके 
कार्तीय समीकरण ( ठक्ष€अंश्या ध्यृप078 ), 


काजाी2४-नी9532ल्‍50 (5-,2,3), 


हैं, 5 थ। | मेद्रिक्सों और आदर्धित मेंट्रिस 8 ($ 4.) के क्रमों से 
निर्धारित किया जा सकता है । निम्नलिखित निष्कर्षों की जाँच कीजिए । 


(7) जब | कह | ऋ#* 0 तो & का क्रम 3 है और तीनों समतल एक 
परिमभित बिंदु (#08 फणं0() पर मिलते हैं। 

(४) जब ४ का क्रम 2, और 98 का क्रम 3 हैं तो समतलों दः प्रतिच्छेद 
(्राह्ाइ०८००१ ) का कोई परिमित बिंढु नहीं होता। 


५ 


सारे समतल कंबल तन्नी समांतर होंगे यदि प्रत्येक 5६ शून्य होगा, उऊब ० का 
ऋम । हो । जब 6 का क्रम 2है, तो, 


2 %«०. ४ 


यातो (9) कोई भी दो समतल समांतर वहीं हैं, 


ब्कू 


या (5) दो सर्मांतर हें और तीसरा नहीं हैं 
चूँकि | का: |++0, 
है] : 2 : 43 क्‍न्‍ठैत ; 222 : 223₹7434 : 2५52 : 235 


(प्रमेय 72), और यदि समतल 2और 3 एक दूसरे को काटते हे तो उनकी प्रतिच्छेद- 
रेखा की दिक्‍्कोज्याएँ &,|,, 5।2, “33 के समानुपाती (छा०एणएंत्ऋावं) होंगी । 
अतएव, (७) में, समतल तीन समांतर रेखाओं में मिलते हे, और (०) में 
तीसरा समतल, दोनों समांतर समतलों को दो समांतर रेखाओं में मिलता हू । 


विन्यास इस प्रकार का होगा कि तीनों समतल एक त्िभुजाकार भ्रिज्म 
(पप्रंग्राह॒णंका एपंथा ) बनाते हैं; एक विशिष्ट स्थिति में, भ्रिज्म के दो फलक समांतर 
भी हो सकते हें । 


(77) जब ४ काक्रम 2 और 8 का क्रम 2 है तो एक समीकरण शेष दो 
के गुणजों का एक योग हो जाता है। इन दो समीकरणों से दिए जाने वाले 
समतल समांतर नहीं हैँ (नहीं तो & का क्रम | हो जाएगा), और 
इसलिए विन्यास ऐसा होगा कि तीन समतल हें जिनकी एक 


सर्वनिष्ठ प्रतिच्छेद रेखा है । 


(ए) जब & का क्रम ]और 59 का क्रम 2 है तो तीनों समतल समांतर 


हें । 
(४) जब ४ का क्रम और ऊ का क्रम । हैतो तीनों समीकरण एक ही 
समतल को प्रकट करते हें। 
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0. सिद्ध कीजिए कि ( 5,, 52, 55 ) के लंबकोणीय प्रक्षेप के उस 
रेखा पर जो मूलबिदु से गुजरती हो और जिसकी दिवकोज्याएँ ( |, ,, 35 ) 
हों, समकाशिक कार्तीय निर्देशांक (3,, ४, ४६ )इस प्रकार दिए जा सकते हें--- 

फेज ४ ॥89 7 (5, 
।. 04१ ॥5: ॥,६ 
| 3 23 ।$ 

जहाँ 5, » एकस्तंभीय मैद्रिक्स हैं। 

4. यदि 3, प्रश्न 0 के मैट्िक्स को प्रकट करता है, और है एक संगत ॥ सेट्रिक्स 
को प्रकट करता है तो सिद्ध कोजिए कि-- 

7.:--7, और ॥४?सन्‍थ 
ओर यह कि (7.--)/)5 बिंदु, | और 7४ रेखाओं के समतल में किसी 
रेखा पर 5 का प्रक्षेप, तब और केवल तभी होगा जब और 77 लंब 
हों । 

नोट :---एक 'मुख्य उपसारणिका (77०7७ शाध०णा) तब प्राप्त होता है जब 

संगत स्तंभों और पंक्तियों को मिटा दिया जाए । 


अध्याय 9 
सेटिक्सों के सहचारी डिटर्मिनेंट 
(90 छणाधं)रक्षा5 5502ं॥०व जांफि 38070९65) 


4. मेद्िक्सों के किसी गुणनफल का ऋम 
.3. मान लीजिए कि, &, 7 स्तंभों का एक मैट्रिक्स है और 8, ४ 
पंक्तियों का एक दूसरा मेंट्रिक्स है जिससे गुणमफल 8 बनाया जा सकता है। 
जब ४ में 9, पंक्तियाँ हों बौर 8 में :० स्तंभ हों तो गुणनफल & 8 में #, 
पंक्तियाँ और 7: स्तंभ होंगे । 
यदि आ£, भा<्ध केमश: 5, 9 के दो प्रतिनिधि अवयव हें, तो, 
दर 
एल <& भा एह- 
रल्‍् 
6.3 का एक प्रतिनिधि अवयव होगा। 


४3 का कोई पंक्तियों वाला उपसारणिक, अवयवों के उपयुक्त अंकन या 
नामकरण से, 





अल. दा, पा 7आ- "कर 
«&] ५९2 * * ए(2 
७(! ७१३ 5 * (६ | 


दवारा प्रकट किया जा सकता है। 


जब लय (इसमें यह सावन लिया गया है कि 70। 970, 7297) हो, 
तो ७ निम्नलिखित दो डिटमिनेंटों का पंक्तियों से गुणनफल हैं--- 
। ॥8| त ० 9 


| 04.... नया | ४8] 
अर्थातू, & वास्तव में, & के पंक्तियों वाले एक उपसारणिक का ऊ# के - 
पंक्तियों वाले उपसारणिक से गुणनफल है । 

जब, 6७«7, तो, /. इन दो सरणियों का पंक्तियों से गुणनफल है-- 


धुत * * वे 000. # |: 


देह * * केत 5 9|| ३४३) ० 000 7 


8 


दे *  दोत 9 >> 0३ ० 
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अतएव, (प्रमेष 5 देखिए), जब (>9, तो ८ शुन्य है; और जब ।<79, तो 6, 
कोटि के उन संगत डिटमिनेंटों के सब गुणनफलों का योग है जो इन सरणियों से 
बनाए जा सकते हैं (प्रमेण 4) । 


अतएव, ॥ से अधिक कोटि का ४४8 का प्रत्येक उपसारणिक शुन्य है, और 
+&॥ कोटि का प्रत्येक उपसारणिक, 6 के +-पंवितयों के एक उपसारणिक का ह के 
“पंक्तियों के एक उपसारणिक से गुणनफलों का योग है । 
तदनुसार, 


प्रमेय॒ 33.--किसी गुणनफल ४ का ऋ्म उसके किसी खंड के कम से अधिक 
नहीं. ही सकता। 


क्योंकि, जो कुछ हम पहले कह चुके, हैं, उससे (3) 8 का 9 से अधिक पंवितयों 
का प्रत्येक उपसारणिक शुत्य है, तथा ४ और छ के क्रम 9 से अधिक 
नहीं हो सकते, (8) ४8 का ।€॥ कोटि का प्रत्येक उपसारणिक, & और 
8 के, ६ कोटि के उपसारणिकों के गृणनफलों का योग या गृणनफल होता है। 
यदि ॥ कोटि के ४ के समस्त उपसारणिक या फ्रे के समस्त उपसारणिक शून्य 
जाते है तो &8 के भी 7 कोटि के समस्त उपसारणिक शून्य होंगे। 

4.2. एक्रप्रक्ार का गुणन ऐसा होता है जो अधिक सुक्ष्मता का एक प्रमेय प्रस्तुत 
करता है । 


५ 


८१ 


धन 


प्रमेय 34--यदि 4 में ॥ पंक्तियाँ और ॥ स्तंभ हों औरर 8 एक ॥ कोटि का व्युत्कम- 
णीय वर्ग मंद्रिक्स हो, तो & और 48 दोनों का क्रम समान होता है; और यदि 
(! एक ॥ कोटि का व्युत्कमणीय वर्ग मेटिक्स हो, तो & और (& का क्रम समान 

होता है । 
यदि ४ का क्रम 7 है और /8 का क्रम 9 है, तो 0<+ होगा। लेकिन 


(5२२५७. 877 और इसलिए 7, जो & का क्रम है, ? और ॥ से अधिक नहीं हो 
सकता जो क्रमश: ४8 और 87 खंडों के क्रम हें। अतएवं ७5--० होगा। 


(७ के लिए भी इसी प्रकार की उपपत्ति दी जा सकती है। 


2. अभिलक्षण-समीकरण; अभिलक्षणिक मूल (क्रल एछाक्रान्नलशांबाट 
ध्शुघ्क्राणा; है बशाई ॥009)* 


2.3, 7 कोटि के प्रत्येक वर्गमेट्रिसस & का सहचारी एक दूसरा मैट्रिक्स 
&-->४ होता है, जहाँ 7, ॥ कोटि का तत्समकारी (४४॥) मैट्रिक्स है और » वास्तविक 


पाक कनलतनककानलनन+#मलमन्कामकन कक ११;४११+ जन 








+[ ,380 700[85-5-(]0790(677880 700[3, 
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या संभिश्र, कोई संख्या है। पुरा लिखने पर यह मंट्रिक्स यों है-- 


ध["+,. 32 * * द्वाए 
82| 8०27 *+ *+ व 
दा ध2 * +-+ ध्याणए रे 


इस मेट्रिक्स का डिटमिनेंट इस रूप का होगा --- 


६((2)55(-!) (2 छा -+ , , . +009), (१) 


जहाँ फ़ वास्तव में, आ८ (से बन सकने वाले) 7? अवयवों में बहुपद हैं। 
समीकरण [(9,)5-०, अर्थात्‌, 


| हर | 5८0, (2) 
के मूलों को, मेट्रिक्स 8 के अभिलक्षणिक भूल और स्वयं सर्मीकरण को, & का 
अभिलक्षण-समीकरण कहते हें । 

2.2. प्रभेय 35--प्रत्येक बर्गे मैट्रिक्स स्वयं अपने अभिलक्षण-समीकरण को संतुष्ट 

करता है; अर्थात्‌, यदि 
| नारण | +(-)"0"+फ» +. - - +9०), 
तो “27 -+9] थग कक 0228 न+]%-420 + 9, क्र 9. 

&-). का सहखंडज (20]0०॥॥) मैट्रिक्स मान लीजिए 8, एक ऐसा मेैट्रिक्स 
होता है जिसके अवयव, » में 7--] या उस से कम घात के बहुपद होते हें जहाँ » के 
विभिन्‍न घातों के गुणांक आ में बहुपद होते हैं । इस तरह के मेट्रिक्स को यों लिख 
सकद्े हैं-- 

80+-8,),-+- «०० न, _०)४7४:-- 3 कमल ([ ठे ) 
जहाँ 9, वे मैट्रिक्स हें जिनके अवयव ७ में बहुपद हैं । 
अब, प्रमेथ 24 से, किसी मेट्रिक्स का उसके सहखंडज से गृुणनफल+-समेट्रिक्स 
का डिटमिनेंट >< तत्समकारी मेट्रिक्स । अतएव, 
(&--२|४)8-- [७-० ><7 
(४) के संकेतन' का उपयोग करके 
जो शा [7 (>> ए)07/ मा न +9,)7, 
चकि 8 को (3) से प्रकट किया जा सकता है, इसलिए, 
(&--20)(8/+899+ . . .++७ _2ए0४7-- 8, ४7) 
न 5)007-- ४. +-99) 7. 


209 


यह समीकरण 9 के सभी मानों के लिए सही है और अतएव » के गुणांकोंत 
को परस्पर स्रमीकरण के रूप में लिख सकते हैं; और इस प्रकार -- 
-+क, त्त(-)7 7 (9, 0, 3) 
गाऊ,०तह8, (+(-१!) छ97, 
गा, 37०53, 27८ (-- 8)%: है 


“90-72 5 +*(--)"0,..4 7, 
905 (--)" ., 3. 
अतएवं हमारे पास, 
# 5 /47/7 -- . , . “0, _।#&+ 79.7 
चत्औव--80779-+ , . , +69. | + एड 


क्ल(-- [7४ -शडि, | +४7(- 8. 2+०४,_ ै।)-+- & ०४८ ४४ 


न 8(-80+&80-+8 
जज 
2.3. यदि 9, »2, . - ..४५ आदि मेंद्रिक्स & के अभिलक्षणिक मूल हों जिससे, 
[७॥--0.]| ->(--)(».--9)9-०१५) . . . 0.--9.,) 
हम 0 रा १३७४४ 00 
यह स्पष्ट हो जाता है (देखिए, प्रश्नावली सात का प्रश्न 3) कि, 
(0-२५ )(७--००) . . -(&-१५.७-७--७।/७7 -- , , . +9 550. 


इससे यह अनुमान नहीं लगा लेना चाहिए कि &-)/7 मेट्रिक्सों में से कोई 
शून्य मेट्रिक्स है। 





पृहम समीकरण को निम्नलिखित 0? समीकरणों की रूपरेखा का एक ढाँचा-सा मान 
सकते हूँ |-- 


(भा-2ज)(0५ +. . .+ 2 पूर)४-7) 
कल 0 0 5३ 5 0067 _॥ हल ०70; 


जिस से कि गणांकों का समीकरण वास्तव में सामान्य बीजगणितीय तरीकों से किए 


जाने की तरह हो जाता है जब इसको » के प्रत्येक घात के लिए 72 बार किया 
गया हो | 
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3. डिटमिनेंटों और अभिलक्षणिक मूलों पर एक प्रमेय 


3.. प्रमेय 36. यदि 800, ४ में एक बहुपद है, और ४ एक वर्ग मेड्रिक्स 
है तो मेट्रिक्स 8८6) का डिटमिनेंट गुणनफल 

800) 802) . . .,४9.), के बराबर होता हैं। जहाँ »|. 2, . . . .>/४ आदि 
& के अभिलक्षणिक मूल हुँ । 
मान लीजिए, 80)5--०(--/) . . - (६-9), 
जिसके फलस्वरूप, 8(७)5-०(७॥--४॥) . . .(&--..7) 
तो, छठे अध्याय, $ !0 से, 
| ४(5) | ऋत॒एोी | 6-पा | &... ६ | 6-9 | 

सा जत) 06): 5) 


न्‍्न्ण्ग (0.--॥). . -] (५-४) 
पन्ना एच 


्स्ल ॥8| 2१... 
घ्स्हि 


यह प्रमेय तब भी लागू होता है जब 8(4) एक परिमेय फलन (#20004] 
जिठपंणा) 8(8)/22(४) हो बशतें कि 82:(5) व्युत्कमणीय हो। 


3.2. इसके अतिरिक्त, मान लीजिए 8।(5) और 22(2४), मेंद्रिक्स 
/& में दो बहुपद हैं जिनमें से 82(5) व्युत्कणीय है। तो मेंट्रिक्स 


»-- (800४७) |; 


बर्यात्‌ (१४४(७0-8(0) | |४,(७) 


/ का एक परिमेय फलन होगा जिसमें 82(2) व्युत्कमणीय हर (0रगांत०07 ) 
है। प्रमेय को यदि इस फलन में लागू किया जाए, और 8(45)/82(5) 58 (४ ) 
लिखा जाए, तो 


।॒ । 
| 0-8४(७) | 5 ती._ ६२-४७७० 


अं 
इससे एक महत्वपूर्ण निष्कर्ष का पता लगता है: 
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प्रमेय 36 का उपग्रमेय--बदि 23,,....)... आवि सर 3 के अभिलक्षणिक 
मूल हैं और 8(3) का रूप 8(8)/82(5) सा है, जहाँ 8, 8० बहुपद हैं 
और 8:(3) व्यत्कमणीय है, तो मेद्रिक्स 8(8) फे अभिलक्षजिक मल 802.) से 
दिए जा सकते हें। 





७, सालया संदिदः (>-श्79॥006 0:9887९028) 
उफक 


4,] सानकझ रूण के लिए सिसी मेद्िस्स के आरंशिक रूपासर 
(260028/987ए (9350 77984095 67 & ॥ध/एंड [9 8$490905880 ६97प9) 


परिभाषा 8--किस्ती मैट्रिक्स के प्रारंभिक रूपांतरण यों होते हें-- 
(3) दो पंक्तियों था स्तंशों का विभिभय, 
(॥) दिसी पंक्ति (या स्तंभ) के प्रत्येक अवयव का शून्य के अलावा किसी 
ओर अचर से गुणन, 
(7) किसी पंक्ति (या स्तंम) के अवयवबों में, किसी दूसरी पंक्ित 
(या स्वंश) के अवयबों के एक अचर गणज का योग। 
मान लीजिए, &, 7 कोटि का एक मेंट्रिक्स है, तो, जैसा सिद्ध किया जाएगा, 
यह॒ प्रारंभिक रूपांतरणों के द्वारा, 


की तरह के एक मंद्धिक्स में बदला जा सकता है जहाँ ॥ द्वारा 7 कोटि का तत्समकारी 
सेट्रिक्स और शुन्‍्यों के द्वारा शून्य-मेट्रिक्स प्रकट होते हैं जो साधारणतया आयतीय 
होंगे । 


सर्वप्रथम। (+) की तरह के प्रारंभिक रूपांतरण, & के बदले एक ऐसा मंट्रिक्स 
ले आते हैं कि उसकी पहली 7 पंक्तियों और ॥ स्तंभों के सर्वनिष्ठ अवयवों से बनने 
वाला उपसारणिक शून्य के बराबर नहीं होता। फिर, / की किसी भी दूसरी पंक्ति 
को हम इन ४ पंक्तियों के गृणजों के योग के रूप में लिख सकते हैं; पंक्तियों के 
इन गृणजों को दी हुई पंक्ति में से घटाने पर शुन्यों की एक पंक्ति आ जाएगी । 
(0) के प्रकर के इन रूपांतरणों से मेट्रिक्स के क्रम में कोई अंतर नहीं आता 
“की न “सकल दिन वत मज पद तल कि पी 52 कक कक मद पट अरे आशिक न पट म +हआन्‍ मद क लीड आह 


जो तक हम देंगे उसका आधार आठवें अध्याव का $3 होगा । 
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(दे० प्रशनावली 7, ) और हमारे मैट्रिक्स का नया हूप यों हो जाता है--- 
। ह 
5 3 


] 
| 
ह है । 


| 
हा 7 री 


जहाँ ?, 7 पंक्तियों और स्तंभों का, ऐसा मैट्रिक्स है कि | ? | #50, कौर शन्यों से 
शन्‍्य-मैट्रिक्त प्रकट होते हैं । 
जो काम पंक्तियों में किया था, अब स्तंभों में करने पर, इसको (77) प्रकार के, 
प्रारंभिक रूपांतरणों से, इस तरह रूपांतरित किया जा सकता हैँ +- 
97 : 090 


७ क के ७ कक - के, सहंए आओ छः का के. 8 


सफर अवयपयया ० छा: पपपप - पक परपदपसपपात+-प पन्ना मर धि सता. 8७ 
६4 


आखिर में, मान लीजिए ? का पूरा रूप यों है-- 

| 84 छ॥ 5| गम ७] 

। 92 92 ( गो । छष | है 
! 


| 2 9 थक +:* 5 | 
फिर, (7) और (7) प्रकार के प्रारंभिक रूपांतरणों से ? को क्रमशः इन रूपों में 
लाया जा सकता है--- 


| 8॥ 0 0.:- ०? 
82 922 १2 :- ह2 ) 
|. कह 9 *«:: हर 

&॥ 00 +- ० 

0 85:80. #हू 9 

87% 3. हर .. हि 


और, इसी प्रकार, धीरे-धीरे इसकों उस मैट्रिक्स के रूप में लाया जा सकता है, जिसमें 
मुख्य विकर्ण के अलावा सब स्थानों पर शुन्य हो और उस विकर्ण में शून्य | न हों । 
(४) प्रकार के, प्रारंभिक रूपांतरणों से, हमारे समक्ष 7 कोटि का तत्समकारी 
मैद्रकल, [आ जाता है।[_ .: _::---- है । मम 
पयदि विकर्ण का कोई अवयव शून्य है तो ? का क्रम 7 से कम हो जाता है : इन 
सारे रुपांतरणों से क्रम में कोई अंतर नहीं आता । 
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4.2, जैसा प्रश्नावली शा, 8-20 से पता लग सकता है, $ 4.] में जिन 
रूपांतरणों पर विवेचन किया गया है वे तब भी किए जा सकते हूँ जब 8 का व्युत्कमणीय 
मैट्रिक्सों से पृवं--और उत्तरआगत किया जाए---हम कह सकते हैं कि यह सिद्ध हो चुका 
है कि--- 

जब 8, 7 क्रम का एक सेद्रिक्स हो, तो 8 श्लौर ८: दो व्यूत्कमणीय मेद्रिक्स इस 
प्रकार के होते हैं कि 

8.80९+--१%, 

जहां !'/, 7 कोटि का ऐसा तत्समकारो मंद्रिक्स है जिसके किनारों में शृन्य 
मेद्रिक्स हैं । 

4.3. परिभाषा 9. दो मेद्िक्स तुल्य (0007५#-४श) कहे जाते हूँ यदि 

यह संभव हो कि एक से दूसरा कुछ प्रारंभिक रूपांतरणों दवारा प्राप्त हो सके । 
यदि 8, गौर ८ तुल्य हैं, तो उनका क्रम एक ही होगा और व्युत्कमणीय 
मैट्रिक्स 8,,8.,(.,,/2 आदि इस प्रकार के होंगे कि--- 
8|8॥0( 5+ [फुक्- 8202९: 
इससे यह स्पष्ट हो जाता है कि 5।5508,7 828.020, 7 
नन्‍,0 (मान लीजिए ), 

जहां, 7,-58, 78, और अतएव व्युत्कमणीय है, तथा ७-८२, * ओर यह भी 
व्यूत्कमणीय है । 

तदनुसार जब दो मैट्रिक्स तुल्य होते हैं तो प्रत्येक को दूसरे से, व्युत्क्षणीय मेट्रिक्स से 
पूर्वे-और उत्तर-गुणन करके प्राप्त किया जा सकता है । 

विलोमत: ७, का क्रम यदि 7 हो, [, और 7४ व्युत्कमणीय मैंट्रिक्स हों, और 

| के. ट्री ५ कै 

हो,तो जैसा हम सिद्ध करेंगे, 8, से ७» या 6। से 8; कुछ प्रारंभिक ख्पांतरणों के दवारा 
प्राप्त किए जा सकते हैं । ७५ और 8 दोनों का क्रम 7 है (देखिए प्रमेय 34)। जैसा $ 4. ! 
में देखा जा सकता है, हम 2८ से ।', कुछ प्रारंभिक रूपांतरणों से प्राप्त कर सकते हैं, 
हम #6; से 7', भी कुछ प्रारंभिक रूपांतरणों के द्वारा प्राप्त कर सकते हैँ और इसलिए, 
उल्टे चलकर अर्थात्‌ प्रतिलोम संक्रियाओं (7४०४० ०07थथा०॥8) से !', से &। भी 
प्रारंभिक रुूपांतरणों से प्राप्त हो सकता है। अतएवं &; से 8। या &, से 4, प्रारंभिक 
रूपांतरणों के द्वारा प्राप्त हो सकते हैं । 

4.4, सिद्धांतों के सूक्ष और उच्च अध्ययन में मूल्य मैद्रिक्सों के अध्ययन 
का प्रमुख और महत्त्वपूर्ण स्थान है | यहाँ हमने परिभाषा से निकल सकने वाले केवल 
कुछ निष्कर्षों की रूपरेखा पर ही विचार किया है| । 


[विषय के गंभीर अध्ययन के लिए पाठक को एच० डब्ल्यू० टर्नबुल और ए० 
सी० एटकन द्वारा रचित “एन इण्ट्रोडक्शन टु दि ब्योरी ऑफ कनानिकल भेद्ठिसेश 
(लंदन एण्ड ग्लासगो, 932) देखनी चाहिए । 


भाग हा 
शहकघाती ओर दविघाती उबधात; 


निशचर और सहुचर 


(.ब॥,65३ 509) (॥7308477( #७४8४॥७; 
आर 38245 8४) (0०५०५॥४१ ६ ४५७४।७) 


अध्याय १0 


बीजीय समधघात : एकधघाती रूपांतरण 
. संख्या फील्ड 


प्राथमिक नोट में एक संख्या फील्ड की परिभाषा को हम फिर से देखगे । 
परिभाषा . वास्तविक या संभिश्च, संख्याओं के एक समुच्चय को संख्याओं के 
एक फील्ड या एक संख्या फील्ड कहा जाता है, जब, यदि 7 और 5 समुच्चय में 
हों और $ शून्य न हो, तो 
१-8, 77-58, 7»(8, ॥-६ 
भी समुच्चय में हों । 
सख्या फील्डों के कुछ उदाहरण ये हँ--- 
(3) समस्त परिमेय वास्तविक संख्याओं का फील्ड (मान लीजिए, 3.) ; 
(0) समस्त वास्तविक संख्याओं का फील्ड; 
(0) &+-०%/5 के रूप की समस्त संख्याओं का फील्ड, जहाँ & और 9 परिमेय 
वास्तविक संख्याएँ हैं; 
(।४) समस्त संमिश्र संख्याओं का फील्ड । 


प्रत्येक संख्या फील्ड में वे प्रत्येक और समस्त संख्याएँ अवश्य होंगी जो [ऊपर दिया 
हुआ उदाहरण (3) ] में समाविष्ट या सम्मिलित हैं; उसमें अवश्य होगा क्योंकि 
उसमें भागफल ((४०४८॥॥) ०/० है, जहाँ ७ समुच्चय की कोई भी संख्या है; उसमें 
0, 2, और प्रत्येक पूर्णाक भी होगा, क्योंकि उसमें अंतर 7--7, जोड़ 7+3, आदि 
आदि हैं; उसमें प्रत्येक भिन्‍त (॥802707 ) भी होगी क्योंकि उसमें किसी पूर्णाक का 
किसी दूसरे से भागफल है । 


2. एकघाती ओर दृविघाती समघात 


2.4. मान लीजिए, 5 संख्याओं का कोई फील्ड है और 2;), 0. . - आदि फील्ड की 
कुछ निश्चित या निर्धारित संख्याएँ हैं; यानी हम यह मान लेते हैं कि उनके माल निश्चित 
या नियत हैं । मान लीजिए, 5..,५,, . . . . आदि कुछ ऐसी संख्याएं हैं जो नियत या निदिचत 
नहीं हैँ बल्कि एक दूसरे फील्ड3। में से कोई भी स्वेच्छ संख्याएँ हैं जो आवश्यक रूप से 
3 ही नहीं है । ०५ 9७ - - - आदि संख्याओं को हम 5 में अचर; और +%.,५,. . . « 
आदि प्रतीकों को हम 5। में चर कहते हैं । 


$8१ 
2 कर (१) 


है| दि 
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की तरह के किसी व्यंजक को 5] चरों में एकघाती समघात कहते हैं; 
की हर 
र् &»  क्षाएआ ४] (2) 
हा च्न् 
की तरह के किसी व्यंजक को 5; और 9] चरों में इबि-एकघाती समधात (छा परए&ए 
900५) कहते हैं; 


प् 


व 
है. । | 89५5. (8|]5 2) (3) 


हा + 


] 


की तरह के किसी व्यंजक को 5; चरों में दविधाती समंधात (50897 «&77८ 
50294) कहते हैं। प्रत्येक स्थिति में जब हम इस बात पर ज़ोर देना चाहते हैँ कि सारे 
अचर 8;। एक विशेष फील्ड, मान लीजिए $ में हैं तो हम यह कहेंगे कि समघात के गुणांक 
में हे 

एक ऐसा समघात जिसमें चर अनिवायत: अर्थात आवश्यक रूप से वास्तविक 
संख्याएँ हो हों वास्तविक चरों में समघात' कहा जाता है और जिसमें गुणांक और 
चर दोनों हो अनिवायंत: वाघ्तविक संख्याएँ हों 'बास्तचिक समधघाता कहा जाता है। 


2,2. इस बात पर ध्यान देना चाहिए कि शब्द दविघाती समधात' को 
(3) के लिए केवल तभी प्रयुक्त करते हें जब »>>०| हो । इस बंधन की 
उपयोगिता अनुभव से ही पता लगती हैँ जब हम यह जान जाते हे कि आगे आने वाले 
सिद्धान्तों में इस बंधन से अधिक सूक्ष्मता आ जाती है । 
लेकिन यह बंधन वास्तविकता से दिखावटी अधिक हें: क्योंकि, 


है 8] १84 
4. <& जा ह 75, 
सन... हनन 
की तरह का कोई व्यंजक, जहाँ 9 सर्देव 9 के बराबर नहीं होता, 
दविघाती समधात ,,. ५» 
हा कं 5 हा (शान) 
हि 


। 
से अभिन्न हो जाता है जब हम सब 3 की परिभाषा इन समीकरणों से देते हे :-- 
कारण, भा सतकषारओ (भआा+0)) 


उदाहरण के लिए, ४-- ऋए४+ 29१ दो चर £ और 9 में एक द्विघाती समघात 
हैं जिसके गुणांक यों हैं:- - 


गे प 32% 3 
शान व4, 822753, कउन्‍त्क2तत 
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3.3. एकघाती ओर दविधातों समधातों के सहचारी सेद्रिक्स--सममित वर्ग 
मैद्रिक्स 355 [०३] जिसकी 7-पंवित और [-वें स्तंभ में 8; है, दुविधाती समघात (3) 
का सहचारी है: यह सममित है क्योंकि 8-०५, और इसलिए 8--४, जो ै. का 
परिवत है । 

बाद में प्राय: इस बात का ध्यान रखना आवश्यक होगा कि किसी दविघाती 
समंबात का सहचारी मंट्रिक्स एक सममित मेंद्रिक्स होता 

द्विधाती समघात (2) का ११ और 7 स्तंभों वाला मैट्रिक्स [2,.] सहचारी होता 

एकघाती समघात (१) वा एक-पंक्ति मेद्विवस [8,3, . . .,५-] सहचारी होता है । 
व्यापक रूप से , 


७ 5 - 7, (--], . . -,7)) (4) 
च्त 


आदि ४ एकघ/ती समघःतों दाग ४ पंक्तियों और १ स्तंभों वाला मंद्रिक्स [७,]] 

हचारी होता हैं । 

2.4. संकेतन (3), थः (4) में से किसी एक के सहचारी मंट्रिक्स 
[80] को हम केवल एक अक्षर & द्वारा प्रदट करते हैं । सुविधा के लिए फिर हम 
इस के संक्षिप्त रूप बना सकते हैं :- 

दुविएकघाती (2) को ४(४,५) के रूप में, दविघाती समघात (3) को & (5,5) 
के रूप में, और 7 एकघाती समघातों (4) को #5 रूपों में । इनमें से पहले दो 
वास्तव में शार्टहेण्ड के संकेतन के समान है; तीसरे को भी हालांकि इसी के समान 
माना जा सकता हें लेकिन उस गुणनफल की तरह समझना अधिक अच्छः होगा जो 
मेद्रिक्स & को मैद्रिक्स 5 से गणा करने पर प्राप्त होतः हे जहाँ 5 वःस्तव में, 
5, - . .» 50 आदि अवयवों का एकस्तंभीय मंट्रिक्स है: तो मेंट्रिक्स गुगनफल ८5 
जिसमें उतनी ही पंक्तियाँ हैं जितनी & में हैं और जिसमें उतने ही स्तंभ हैं जितने £ 
में हैं, 79 पंक्तियों का एक ऐसा एकस्तंभीय मेट्रिक्स हैं जिसके अवयवों के रूप में 
एछ एकधाती समघात आते हैं । 

2, 5. द्विघाती गौर द्विएकघाती समधातों के लिए भेद्धिक्स व्यंजक-$ 2. 4 
की तरह, मान लीजिए, £ एक ऐसे एकस्तंभीय मेद्रिक्स को प्रकट करता है जिसके 
ग्रववव5,, . . .5५,. हैं तो £' जो # का परिवतें है, उस एकपंवित-मेट्रिक्स को प्रकट 
करता हूँ जिसके अवयव 5, . . .5,, हैं 

मान लीजिए, ४, दविघाती समघात £ £ 9७, 5, 5, के मेंद्रिक्स को प्रकट 
करता है । तो, &5 ऐसा एकस्तंभीय मैट्रिक्स है जिसकी 7वीं पंक्ति का अवयव 

हा नी * *«» नी वित्ा ्फ 
हैं और £/ 5 एक पंक्ति (£/” का पंक्तियों की संख्या) और एक स्तंभ (४ के स्तंभों 
की संख्या ) का एक मैंद्विक्स हे और उसका अकेका अवयव यों होगा । 
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£ | छ १३ 
# 5, (का उपर्न | - - वध कक कप 
$ 8 ॥ | दुप्ाई.. इम 


इस प्रकार दविघाती समधात केवल एक-अवयवी (शग९-८८॥7६%() मेट्रिवस 
४ #> द्वारा प्रकट और व्यक्त हो जाता हूं । 


इसी तरह जब 5 और ए ऐसे एक-स्तंभीय मेद्रिक्स हों जिनकी पंदितियों के 
झ्वयव, क्रमशः 5|, . . ..5. और 9५॥, . . .,४५ हों तो दवि-एकघाती समघात (2) 
केवल एक-अ्रवयवी मैट्रिक्स ४ 8ए दूवारा प्रकट और व्यक्त किया जा सकता हैं। 
2. 6. परिभाषा 2-...द्विसमघात 
है & | 5 
2 2! 8,; के] हब] (9; कला 8) 
न न । 
का विदेचक उसके गुणाकों का डिटमिचेंद अर्थात [»] होता है । 
कह एकघाती रूपांतरण (/+व८87 7५87॥8४077860075) 
3. 4. निम्नलिखित समीकरण! का समुच्चय 


॥५| 
बल 2 ([-- (5 * + ४५ (879 ( 3) 
तन 


जहाँ | दिए हुए अचर हैं, और 59 चर हैं, ५; चरों और %। चरों को परस्पर 
मिलाने वाला या संयोजित करते वाला एक एकघाती रूपांतरण कहा जाता हैं। 
जब ०» किसी दिए हुए फील्ड 3 में श्रचर हो तो हम यह कहते हैं कि रूपान्तरण के 
गुणांक 3 में है; जब 9, वास्तविक संख्याएँ हों तो हम यह कहते हैं कि रूपांतरण 
वास्तविक हू । 

परिभाषा 3, डिट्मिनेंट [8॥] को जिसके अवयव रूपंतरण () के गण्णांक [95] 
हैं, रूपांतरण का सापांक कहते हैं । 


परिभाषा 4. एक रूपांतरण को व्यूल्कसणीय कहा जाता है यदि उसका मापांक 
शुन्‍्य न हो, ओर व्युत्कमणीय कहा जाता है यदि उसका मापांक शन्य हो । 

कृभी-कभी (!) को 5; से 5 तक रूपांतरण, या संक्षेप. में केवल, £>>ज, भी 
कहा जाता हैं । 

3.2. रूपांतरण () की सुविधा के लिए 

अच्न्टैड़, (2) 

लिखा जा सकता है। यह एक ऐसा मेंद्रिक्स समीकरण हैँ जिसमें # और 5 एकस्तंभीय 
मंद्रिक्सों को प्रकट करते हैं जिनके अवयव क्रमश: ऊ,,. . ..४. और 5, . . .,५ है । 
2, मेंद्रिक्स (७५) को प्रकट करता हैं और /5, दो मँट्रिक्सों ७ और ४ के गृुणनफल 
को कट करता है । 
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जब 4 एक व्युत्कमणीय मेट्रिक्स होता है तो उसका एक व्यूत्कम # 
(दे० सातवाँ ग्रध्याय, ६ 3) होता हैं और 
4 ऋ-७7 ५५०४, (3) 
जो 5 को सीधे ही » के पदों में दे देता हैं। इसके साथ-साथ, (४7) >.७, और 
इसलिए, एक व्युत्कमणीय रूपांतरण में इससे कुछ अन्तर नहीं पड़ता कि उसको 5> 7६ 
के रूप में कहा जाएया ह->» के रूप में | इसके अतिरिक्त, जब "-65 हो तो 5 
चाहे कुछ भी हो उसका एक और केवल एक संगत 5 होता है और वह ४-७5 द्वारा 
व्यक्त किया जाता है । 


जब & एक अव्युत्कमणीय मेट्रिक्स हो तो कुछ > ऐसे हो सकते हैं जिनके 
कोई संगत » नहीं कहे जा सकते। क्योंकि ऐसी परिस्थिति में 7, जो कि मैट्रिक्स 
४“ का क्रम है, 7 से कम हो जाता है, और हम & की उग्पंक्तियाँ चुनकर प्रत्येक अन्य 
पंक्ति को इन पंक्तियों के गुणजों के योग के रूप में लिख सकते हें। ( दे० प्रमेष 3) 
इस प्रकार पंक्तियों के उपयुक्त अंकन पर, (१ ) इन संबंधों को देता है-- 
5220५ 53 (६-7+, . , ., ४), (4) 
लक 
जहाँ ., अचर हैं और अतएव समुच्चय >5%।,, .. -, ऊँ, केवल उन 
समुच्चयों तक सीमित है जो (4) को संतुष्ट करते हैं: हू का एक ऐसा समुच्चय 
जो (4) को संतुष्ट वहीं करता, # का कोई संगत समुच्चय नहीं देगा । उदाहरण 
के लिए, एकघाती रूपांतरण, 
(८--25--39, ४५-45५-- 09, 


में जिसमें अव्युत्कमीमणीय मेद्रिक्स (६ ६6) है, हू, ई के द्वारा 
2#&-- ४ का संबंध संतुष्ट होना चाहिए; क्‍योंकि किसी भी युग्म ऊँ, ४ के 
लिए जो इसको संतुष्ट नहीं करता कोई भी संगतयुग्म 5, # नहीं होता। 

3.3. दो रूपांतरणों का गुणवचफल --- मान लीजिए, हु, 9४, <£ 
संख्याएँ' हू ( दे० छठा अध्याय, $ ), जिसमें प्रत्येक के 9 घटक हे और यह 
मान लीजिए कि सभी अनुबंध ॥से 9 तक के मान ग्रहण करते हें। संकलन की 
परिषपाटी का उपयोग करने पर हम देखते हे कि रूपांतरण 

5 जन्ग ४] (!) 
को एक मैद्रिक्स समीकरण %--४9 ( $ 3.2 ) के रूप में लिखा जा सकता है, 
और रूपांतरण 

भन्त्ण या (2) 
को एक मेट्रिकस्स समीकरण /#चच्छेट के रूप में लिखा जा सकता है। 
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यदि () मेंहम 9४ को 2< के पदों में रख दें तो हमें 
प्तन्भा जा: 205 (3) 
प्राप्त होता है जो एक ऐसा रूपांतरण है जिसका मैद्रिक्स गृूणनफल 253 है । 
(छठे अध्याय के $ 4 से तुलना कीजिए)। इस प्रकार ४5-४५ और ४ "ऐड दो 
उत्तरोत्तर रूपांतरणों के परिणाम को 
४-3 छ72 

लिखा जा सकता है| 

चूंकि 88, दो मैद्रिक्यों का गृूगतफल है, हम स्वयं रूपांतरणों के लिए 
इसी प्रकार में नामों को अपनाएँगे। 

परिभावा 5--हूर्पांतरण 55-68४2 को, हच-ठ 97, ४-2 दो ख्पांतरणों 
का गृुणनफल कहते हैं ।॥ [ यह ४5४7५, ४-82, उत्तरोत्तर रूपांतरणों का 
परिणाम है । | 

रूपांतरण (3) का मापांक, डिटमिनेन्ट | आु ण८ | जर्थातू, दो 
डिटमिनेन्ट |[8॥ और 8! का गुगन फल है। इसी प्रकार, यदि हमारे पास उत्तरोत्तर 
झू्प से तीन रूपांतरण यों हों -- 

53५, ४-82, 2-(प 

तो परिणामस्वरूप आने वाला रूपांतरण £5-४3८४ होगा और इस रूपांतरण 
का मापांक, [6), [8 और ||, आदि तीन मापांकों का युणनफल होगा; 
यही बात रूपांतरणों की किसी भी परिमित संख्या के लिए कही जा सकती है । 


4. दविधाती और दविएकघातोी समधातों के रूपांतरण 
4. . एक दिए रूपांतरण 


2 
परत 0६ मै (क्‍, . . ., 7) () 


और एक दिए हुए द्विधाती समघात 


43. (5, ४) ०४ । 


कु है 


प्त 
ह का 4 5 (सता) (2) 


पर विचार कीजिए | 


जब हम (2) में () से दिए जा सकने वाले »|, . . , »3 के मानों को रखते हें तो 
हम को ऊँ, . . ., ऊँ, में एक द्विघाती व्यंजक प्राप्त होता है । इस द्विधाती 
व्यंजज को (2) का () से रूपांतरण, या () को समघात (2) में लागू करने 
का परिणाम कहते हें । 
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अमेय 37.--यंदि किसी रूपान्तरण £-छ5 को एक दुविधाती समघात 4 (5, 5) 
में अनुप्रयुकत किया जाए तो परिणाम एक दविघाती समधघात ८ (5, 5) 
होता है जिसका सेद्िक्स (: इस प्रकार व्यक्त किया जा सकता है--- 

0--8'58, 
जहाँ 8', 8 का परिवत है । 
पहली उपपत्ति----जो सम्पूर्ण रूप से मंद्रिक्स सिद्धांत पर निभर है। 


समघात & (5, 5) को मैंदट्रिक्स गृुमनफल 5£““5 दवारा व्यक्त किया 
जा सकता है ($ 2.5 से तुलना कीजिए, )। परिकल्पना से, 5“ और 
इसमें यह निहित है कि एलन 8! (प्रमेषय 23) । अतएव, गृणन के 
साहचये नियम से , 
हु 5--४ ७४७8४ 
शा स ऊ3, सै (3] 
जहाँ ८, मंद्रिक्स 8'58 को प्रकट करता है। 
इसके अतिरिक्त, (3) केवल ह#ँ,,. . ..,४४ में एक द्विघाती व्यंजक ही नहीं है 
बल्कि वास्तव में, एक ऐसा द्विघाती सम्रघात है जिसमें ७५४5-५०; है। इसको 
सिद्ध करने के लिए हम देखते हें कि, जब (--8“88, तो, 
(--8'&'8 (प्रमेय 23 का उपप्रमेय ) 
व 8 3 (चूंकि 85-८४“ ) 
बट) 
दूसरे शब्दों में, ७८-५० 


दूसरी उपपत्ति--जों मुख्यतया संकलन परिपाटी के उपयोग पर निर्भर 
है। मान लीजिए, सारे अनुबंधों में ! से ४ तक के मान हैं और फिर सर्वत्र 
संकलन-परिपाटी का उपयोग कीजिए । तब, दविधाती समघात यों होगा 





१ 7954 (वक्त ्थ्क) (4) 
रूपांतरण हा 5.५ +८ ( 5 ) 
( 4) को, ० ड *] (6) 


के रूप में व्यक्त कर देता है । समस्त ० के मानों को हम ५ को > के पदों में प्रति- 
स्थापित करके मालूम कर सकते हूँ। तब, 

का 7 अन्त १७ जा रा 

नन्‍जञार भा जी अर 2 
जिसके फलस्वरूप, ०ुतन्नंञा: भ शीत+2 उक्ष]| 05 
जहाँ 9]05-»८ वास्तव में, 9 की वीं पंक्ति और +ं-वें स्तंभ का अवयब 
है। अतएव, (6) का मैट्रिक्स ९, मैट्रिक्स गुगनफल 9828 के बराबर है। 
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इसके अतिरिक्त, ००७ तैयोंकि, ॥॥7००॥, होने के कारण, हमारे पास, 
जन्नत जार भा जाना णार का 0 
प्रैर, चंकि | और | दोनों ही मक हे 
9. 80 >[त0 कया जा 
जो कि वही योग का या संकलन है जो 9॥ | »0& यो ०४ है। अतएवं, (6 
; एसा दविधाती समघात है जिसमें 0.७८ ० ६. 

4.2. प्रंय 38-धदि इ--९४, ४-१४ रूपांहरणों को एक दव्िएदघाती 
घमघात 5 (5, श) में अनुप्रयुक्त दिया जाए दो परिणान एक ऐस7 दृविएकघर्ती उसधात 
9 (५, ५) होदा ह जिसका सेट्रिक्स (0 इस प्रद्यर दिया जा सकता 8 

87- (5 
जहाँ (”, ८ का परिवते हे । 
पहली उपपत्ति--प्रमेथ. 37 की पहली उपपत्ति की तरह, हम द्विएकघार्त 
समधात को एक मैद्रिक्स गृुगनफल 5 /५ के रूप में लिखते हें । चूँकि %>>5| ८”, 
यह स्पष्ट हो जाता है कि, 
४७५४ 0'४8५४->४ऋ ५, 


है 


/ 


कल्प 


“न 
| 
हक! 


जहाँ. 05-९8 
4, 3, दूसरी उपपत्ति--इसका प्रयोजन [मुख्यतया यह बताना है कि मेट्रिव्सों 


के उपयोग से कितनी संक्षिप्तता आ जाती है : इसको उपपत्ति के सबसे सरल रूप में 
भी माना जा सकता है । दविएकघाती समघात 


॥8 ६ प्र 
55,9)-<- *«& का 5 ७) () 
एक 
को इस तरह लिखा जा सकता है -- 
&(४,ए५)०5० छि,, [८० 9; | 
जितने भी 9 हैं, उनका निम्नलिखित से रूपांतरण कीजिए । 
8; 
टीन ० 4 ( है * * 5 5) 
जिसके फलस्वरूप, 
चने दि 4 00 ४७ 
उच्स || 
ग् 48] 
ओर ४ (5४,५) न52 हैक हट थे १ (2) 


पब्ण टिल्‍॑ म्स्स्य 
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४ और ४ में इस दविएकघाती समघात के मैँट्रिक्स की ववीं पंक्ति और 


#8॥ 


(व स्तंभ का अवसव 5७% का ४ है। 
ओ। 


यह मैट्रिक्स इसलिए 889 है, & जहाँ [ ०६८ ] और 38, [ 9६ | है | फिर, () 
में जितने 5 हें उनका निम्नलिखित ले रूपांतरण कीजिए और जितने 5 हे उत्हें 
अपरिवतित रहने दीजिए--- 





१88 
_] 2 () चए हाई न 5 ४ 
ह[--८ >पर 5 (लक 4, $ + + ४79, (3) 
बा हे 
ता, 
प्‌ १ 
है हू, फरच्ओक. | भार, 
कलह । क्न्ईे 
पे 7१ पा 
ना 9 » भा « क अए 
आओ 
88 एछ ॥8 8 4 
| 
न 5. एप थे।| 0 आ. (4/ 
आम तल । 57] 
पा 
याःग न पु 5, 
| 


कर. के # ५ +% 


(5) 





की 7-वीं पंक्ति' का 
| 4]]- - - वात 


(0) 


के. के के के के 






की क्र कक # #+# 





/“ छा * +» «» (जा कप 
का परिवते अर्थात्‌ ८ का परिवर्त है जो रूपांतरण (3) का मेंद्रिक्स है जब 
कि (6) द्विएकघाती समघात (१) का मेंट्रिक्स & हैं। अतएवं द्विएकघाती समघात 
(4) का मेद्रिक्स ए“< है। 
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उपर्यृकत दो रूपांतरणों को उत्तरोत्तर लागू करने से प्रमेय स्पष्ट हो जाता है ' 
4. 4... किसी दविघाती समधात का विवेचक 
प्रमथ 39---भान लीजिए, एक दविधाती समधघात 


श ग 
“2 की हैक 24 प्‌ (9 श्भ्प्ट 83) ( ) 
[बल बुखक 
को एक एकघाती रूपांतरण 
33 
पु से हक [. है, रन (कल । 9९ +»+५9 7) 
द्र्ल्सां 
द्वारा रूपांतरित किया जाता है, जिसका मापांक, अर्थात्‌ डिट्मिनेन्ट [| हर के 
बराबर है; मान लीजिए परिणामी दुविधाती समघात यों है--- 


जम 


॥#| 
ह हे था खत ऊँ (करत क) (2) 
ह। 


हे 


तो (2) का विवेचक, () के विवेचक का ४: गुना होता है; प्रतीकों में--- 
(| चनर |क (3) 
इस प्रमेय के विषय को इस प्रकार संक्षेप में कह सकते हें जब फिसो 
दृविधाती समघात को नए चरों में बदला जाता है, तो विवेचक, रूपांतरण के 
मापांक के वर्ग से गृणित हो जाता है। 
इसके फलस्वरूप, प्रमेय 37 का एक उपप्रमेय प्राप्त होता है ; उस प्रमेय के 
अनुसार, समघात (2) का मेंट्रिक्स ८७०४7, है, जहाँ 7, रूपांतरण का 
मेट्रिसि है। (2) का विवेचक, अर्थात्‌ डिटमिनेंट, ||, तीन डिटमिनेंटों 
[7. |, | & | और | 7. | के गुणनफल द्वारा दिया जा सकता है (दे० छठा अध्याय, 
$0)। ह 
लेकिन | 4. |, और चूंकि डिटमिनेंट के मान में, पंक्तियों और स्तंमों के 
विनिमय से कोई अंतर नहीं पड़ता, | 7. | भी // के बराबर होगा, झ्रतएव 
| 0 |--५? | & [. 
इस प्रमेय का प्रमुख महत्व है; आने वाले अध्यायों में इसका प्राय: उपयोग होगा । 
5. हमिटीय समचघात (प्ृतथ्ाएं/था 05) 
5.. अर्थ की दृष्टि से एक हमिटीय दुविएकघाती समधात का सबसे अधिक 
प्रचलित रूप इस प्रकार दिया जाता है-- 
पृ 


है 8 
है दल] 8 श्नु है ही (4) 


। 


37 


जहाँ गुणांक 4, संमिश्र संख्याओं के फील्ड में से है और इस प्रकार 
कि--- 


(जी 
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यहाँ दण्ड ( ४०८ ), संभिश्र चर के सिद्धांत की तरह, संय्ग्मी संभिश्र की प्रकट 

करता हैं; अर्थात्‌, यदि ,5-०-- 3, जहाँ ७ और 3 वास्तविक हें, तों 2>+०--7. 
समघात (१ ) के गृणांकों का मेंद्रिक्स & प्रतिबंध 

था सन है (2 ) 


थे 


को संतुष्ट करता है: कोई भी मेट्रिक्स जो (2) को संतुष्ट करता हैं, एक 


हमिटीय मेट्रिक्स कहलाता है। 
5 * ह/। व 7) 


2 हे रे व है 53 (475१) 
पुन है| 


की तरह के किसी समघात को हमिदीय ससमधात कहते है । 


इन समघातों का सिद्धांत लगभग वैसा ही है जेसा साधारण द्विएकघात॑! और 
द्विघाती समघातों का होता हैं। हमिटीय समघातों से संबदध प्रमेय, इस अध्याय 
के अन्त में और बाद के अध्यायों में, उदाहरणों की तरह आएंगे । 


6. सहरूपांतरी ओर प्रतिरूपांतरी समुच्चय ((०ट्ाश्वांशा। क्राव एणा- 
ध427९0श॥8 525) 

6.. यदि चरों के दो समुच्चय 5,,.... 5, और 9५।,..., ७ दो दूसरे 
समुच्चय #।,. .., 2, और ४१,. . ., ४, से एक ही रूपांतरण मान लीजिए, 


द्वारा संबद्ध हों तो दोनों समुच्चयों, » और 9को (इसी प्रकार, झ और ४४ को) 
चरों के सहरूपांतरी समुच्चय कहते हे । 
यदि एक समुच्चय 2।,. - ., & एक दूसरे समुच्चय 2,. - .,2., से, एक ऐसे 
रूपांतरण द्वारा संबद्ध हो जिसका मैट्रिक्स, & के परिवर्त का व्युत्कम है, 
अर्थात्‌ यदि, 
2--(ै/) 2, या 25-02, 
तो 5 और 2 समुच्चयों को (इसी तरह >> और # को) चरों के प्रतिर्पांतरी 


समुच्चय कहते हैं । 
१/6टपरा0५8/63--0 
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समतल वैश्लेषिक ज्यामिति (एॉंध्ा० ॥7र्भ५१४०४ 8००ग००५) में एक निदेश त्रिभुज 
किसी दूसरे में रूपांतरण इस तरह का होता है-- 
है अं ज ५ -+-70| ९?+7(2, 
एज अ-+गत2 ४-+722८, है (4) 
हवन 6 29 -+75 ९...742., 


हरूपांतरी समच्चयों के उदाहरण प्रायः और सरलता से देखे जा सकते हें । 


यहाँ (5।, 9), 9,) और (5५, 9०, 22,) चरों के समुच्चयों को यदि दो 
अलग-अलग बिन्दओं के निर्देशांक (००00आशक्व०5) माना जाए तो वे सहरूपांतरी 
समच्चय कहे जाएँगे : नए निर्देश-ब्रिभज में इन बिन्दुओं के निदशांकों का हवाला 
(ह5, ९४, 2,) और (5., ४., 2५) से दिया जाएगा, और इनमें से ध्त्यंक 
(१) के समीकरणों में ही उपयुक्त अनुबंध रख देने से ब्राप्त हो जाता है 


वैश्लेषिक ज्यामिति में प्रतिरूपांतरी समुच्चयों का भी एक महत्वपूण उदाहरण 
मिलता है। मान लीजिए, 

[४-+-॥ए+-४2ल्‍- 0 (2) 
समघात बिन्दु-निर्देशांकों (5,9,2) के एक निकाय ($एश०ा॥) में एक दिए 
निर्देशत्रिभुज के सापेक्ष किसी दी हुई रेखा ० का समीकरण है। तो ८ के रेखा-(स्पर्श- 
रेखीयन- ४०7४४) निर्देशांक (!, 70, 0) होंगे । एक दूसरा निर्देशतिभुज 
लीजिए और यह मान लीजिए कि (), बिन्दु-निर्देशांकों के लिए रूपांतरण है। 
तो (2) का रूप ऐसा हो जाता है-- 

,6- ४४ --४२०-- ० 
जहाँ, 
[,--)॥] +]277 +-50, है 


0 --॥+यद्रा 30, (3) 
२०-८7 [--72770 --737. 


( 3) में |,0,7 के गुणांकों का मैट्रिक्स, () में £,९४,“2 के गुणांकों के मेट्रिक्स का परिवते 
है। अतएव, जब निर्देश-त्रिभुज बदल दिया जाता है तो बिन्दु-निर्देशांक (५,7०,2) और 
रेख्वा-निर्देशांक (, 70, 0) प्रतिरूपांतरी चर हो जाते हैं। [यह ध्यान देने योग्य है कि 
(१) वास्तव में >, ४, 2->5, 9, 2 है जब कि (3), !, 70, ० >>7.,/,)४ है |] 


अब तक उपयोग किए संकेतन तब और भी अधिक सुसंबद्ध और संक्षिप्त हो जाते 
हैँ जब हम ॥ विमाओं (57०78078) पर एक बिन्दु 5, जिसके निर्देशांक (5,.... 5., ) 
हैं, और कभी न बदलने वाले एक | पर, जिसके निर्देशांक (,,. . . .,,) हैं, विचार करें । 
बिन्दु-निर्देशांकों के रूपांतरण ४-४९ से, स्पश्नरेखीय-निर्देशांकों के रूपांतरण ॥,-+”] 
में कोई परिवर्तन नहीं होता । 
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6.2. प्रतिरूपांतरी समच्चयों का इसरा उदाहरण, जिसमें एक विशेष स्थिति में 
पहले वाला भी आ जाता है, श्रवकल संकारकों (क्ॉलिवागंधं ०0ए४६०75) के 
अध्ययन में मिलता है। मान लीजिए, (5...) को, रूपांतरण 5८४४५, के 
जरिए 5, .. ऊँ. के एक फलन (धि।०700) के रूप में, व्यक्त किया जाता है, जहाँ 
&, मेद्रिक्स [9;]] को प्रकट करता है। तो, 


387 ०४०97 085 879 
न 3 नल 
820 ,_. 025 है जा टी 
दूसरे शब्दों में, मेट्रिक्स के रूप में, यदि ५--*> हो तो 
58 2) 
220 5 कक 
ठ& 3935 


बद 
फलस्वरूप, 5 और द प्रतिरूपांतरी समच्चय बनते हैं ; 


7. किसी रूपांतरण का अभिलक्षण-समीकरण 
7.4. रूपांतरण #--४5, या इसके पूरे रूप, 


5 
है & व 2/ 4 की 0 20 3 (]) 
न 
को देखिये । 
क्या 5 चरों के ऐसे मानव संभव है कि ह|-»5४ (55!,....7), जहाँ 9, ; से स्वतंत्र 
है ? यदि ऐसा परिणाम संभव है तो, 
)जन्क *» का ् (।-->, . . . .॥) (2) 
न । 
होना चाहिए, और इसके लिए यह भ्रावश्यक (प्रमेय !! ) है कि, जब 5।..., 50 मे से एक 
शन्य से भिन्‍न हो, तो 2, समीकरण 


/ (०) >: | कै 802 *- [५ + कर॑0 (3) 
कि 8227-2४ -. नि । 
रा | 
ग ।+ वा 22 बता , 
का एकम्‌ ल होगा । 


इस समीकरण को रूपांतरण () का अभिलक्षण-समीकरण कहते है; समीकरण 
के प्रत्येक मूल को, रूपांतरण की एक अभिलक्षणिक संख्या (टप«8७ 7एछराहपएट 
]राशध8छ८ए२ ) या एक अभिलक्षणिक मसल (7.67ए807 7007) कहते है। 

यदि 9», एक अभिलक्षणिक संख्या है, तो 5५,.....४.. संख्याओं, जिनमें सभी शून्य 
नहीं (प्रमेष ) हैं, का एक समुच्चय ऐसा होना चाहिए कि उससे (2) के समीकरण 
संतुष्ट हो जाएँ। मान लीजिए, ).5-0.3 एक अभिलक्षणिक्त संख्या है । यदि डिटमिनेंट &(३.,) 
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का क्रम (7-) है तो अनुपानों (74805) का एक अद्वितीय संगत समृक्ष्चयय, मान 
लीजिए, 
5 

इस प्रकार का अवश्य होगा जिससे (2) संतुष्ट हो जाएं। यदि डिटमिनेनच्ट (2) 
का क्रम 7--2 या कम है तो अनपातों का समुच्चय अद्वितीय नहीं होगा (दे० आउबाँ 
अध्याय, ६5) । 

अनपातों का एक ऐसा समुच्चय जो (2) को तब सतुष्ट करे जब 9. एक अभि- 
लक्षणिक संख्या ».. के बरावर हो, »... का एक संगत भुव (?0.8& ८08४८58707स0730 
प0 »,) कहलाता है। 


के 


7.2. यदि (75.52,53) और (#5#।,४०,४५) एक समतलर में एक दिए हुए निदश- 
ब्रिभुज के संदर्भ में समधात निर्देशांक हों, तो () को, 850 होने पर, चर बिन्दु 
(50,४2.53) और चर बिन्द (|,.४,,४५) के बीच एक एकक संगति (076-00-076 
८०77८5907027००) लाने वाली या पैदा करने वाली रीति की तरह माना जा सकता 
है। रूपांतरण का ध्रुव॒तव एक ऐसा बिन्दु हो जाता हैं जो स्वयं अपना ही संगत 
होता है । 

इस प्रकार के रूपांतरणों में निहित ज्यामिति की दम विस्तुत चर्चा नहीं करेंगे; 
कुछ उदाहरण आगे दिए जाएंगे । 


प्रदनावली दस 


. प्विदव्व कीजिए कि 4+0५/3 की तरह की समस्त संख्याएँ, जहाँ 6 और 9 पूर्णाक 
(या शुन्म ) हैं, एक रिंग बनाती हैं; और यह कि 8+>4/3 की तरह की 
समस्त संख्याएं, जहाँ & और 9 पूर्णाकों के अनुपात (या शून्य) हैं, एक फील्ड 
बनाती हूं । 

2. 45%7--27५+09 को एक दविघाती समधात के रूप में (६ 2.] की परिभाषा 
के अ्नुरूष ) व्यक्त कीजिए और यह दिखाइए कि उसका विवेचक ४9-४7“ है 
($ 2.6) | 


उस रूपांतरण को ज्ञात कीजिए जो निम्नलिखित दो रूपांतरणों का मृषतफल 


अससत- सर सनम 


| 


हू ।£--777]-+7॥ ६2 >-] ४+ 9७१० ) 
श+2६-- 27-72 /, ॥ 522 -+]2 7 + ५22 ४ 
2 «556 --7737-73८ एुर0.3 07 [3 ४ “४३८ | 


[दे० आर० एम० विगर, एन इंट्रोडकशन दु प्रोजेक्टिब ज्योसेद्री (न्यूयाक, 
922), या, तोव विमाओं में समघाती निर्दशकों के लिए, जो० डरबाक्स, प्रिसपी 
दी ज्यामित्री एनेलितीक (गॉस्यर--विलारस, पेरिस, 97) 
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<. सिद्ध कीजिए कि, ठोस ज्यामिति में, यदि $,, ||, है और 7, ठ2, ५ कार्तीय 
(८७६८४७॥ ) निर्देशांकों के लिए निर्देश के दो इकाई ढांचे ( एव एिथाा८5) हों 
और यदि 755 , 2, होने पर 

६ / कं नत्ी,, क /५ कै, न... हि, /3 ८-५ 

हो तो निर्देशांकों के रूपांतरण का मापांक इकाई होता है। 

[यदि बेक्टर संकेतन (२०००7 70:4007) ज्ञात न हो तो छोड़ दीजिए ।] 

5. एक तरफ वास्तव में प्रतिस्थापन ($07957ए४०॥) करके और दूसरी तरफ 
मेट्रिक्स गुगनफल (प्रमेय का 8'.&8) का मान ज्ञात करके उस परिस्थिति में 
प्रभेध 37 की जाँच कीजिए, जव मूल दविधाती ब्मघास, 

5४2-+2/ 5५-9५: 
हो और रूपांतरण #ज[४--प। ४, ए--०४-+77-४ दो । 

6. प्रश्न 5 के तरीके से, प्रमय 38 की जाँच कीजिए, जब द्विएकघाती-समघात यों 

3 
859] + 82592 52529|-+ 5222292 - 

7. &80 को निर्देश-त्रिभुज मात करके, /0,2,5 बिच्दुश्नों के समघाती निदश्चांक 
ऋमणश: (५.9],2।), (52,92,22) और (५५,४३,०3) हैं। सिद्ध कीजिए, कि यदि 
#& 3९ के निर्देश में रेखा-निर्देशांक (।, 9, ॥) श्रौर 05% के निर्देश में रेखा- 
निर्देशांक (!.७५,)९) हों, तो 

& २०, ४०४४-४२ ४, ग्रादि-आदि 
जहाँ /५, डिटमिनेन्ट ,59०,23 | है और ४. श्रादि / में 5..... आदि के सह- 
खण्ड हैं । 
सुझाव :--पहले रूपांतरण 5£,५9,८-२४,४,2 को प्राप्त कीजिए और छिर ३ 6. 
का उपयोग कीजिए | 

8, रूपांतरण #£--/&5 में, दो नए चर ४ और ५ को लाया जाना है जो इस प्रकार 
दिए गए हैं :-- 

शक कि ऐड जी 
सिद्ध कीजिए कि रूपान्तरण ४->9 इस प्रकार दिया जा सकता है-- 
ए--(०, जहाँ €--85877 

9. छरूपांतरण >> उ>, ४-39 से हमिटीयी जप (5४ से) का रूप 

0४५९४; हो जाता है। सिद्ध कीजिए कि--- 
(388, (7-8 38-९८. 

!0. सिद्ध कीजिए कि रूपांतरण #>्फरि, अपने संयुग्मी संमिश्र ६-3» के साथ, 
करओं (3553) को (जाओ ((“"८) में बदल देता है, जहाँ 
(5959 है । न 

79, 0 और १4 प्रश्नों में संकलन परिपाटी का उपयोव हूं । 


बन नाना पा अिओ 
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]. मैट्रिक्स & और 8 के अवयव एक दिए हुए फील्ड £ में समाविष्ट हैं। सिद्ध 
कीजिए कि यदि दविधाती समधात 3 (5.४), व्युत्कमणीय रूपांतरण ४>-छ> 
(या #<“ऊ85 से) से 0 (%,४) में रूपांतरित हो जाए तो ( के प्रत्येक गुणांक 
भी 3 में समाविष्ट होंगे । ह 

82. सिद्ध कीजिए कि यदि प्रत्येक 5. एक संमिश्र चर को प्रकट करता है और 8, इस 
प्रकार की संमिश्र संख्याएं हैं कि 8,.5-8३ (ई८], ....; $-८ ,...,७ ), तो 
हमिटीय समघात 8,.5,०५ एक वास्तविक संख्या होगा । 

[प्रश्न  3-6 ज्यामिति की दृष्टि से महत्वपूर्ण हैं।] 

3. यदि एक समतल में कुछ विदुझों का रूपांतरण निम्नलिखित विधि से किया 
जाए तो सिद्ध कीजिए कि प्रत्येक सरल (४/७ंडॉ॥) रेखा का खरूपांतरण 
एक ब्रल रेखा में ही होता है । 

४ 5+-9४-+-०।५--०।2, 

ए न्‍|85- 929४ +-००2, 

# स्म्थ 32 न 039--032, 
यह भी सिद्ध कीजिए कि सामान्यतया तीन बिंदु ऐसे होते हैं जो स्वयं में ही रूपां- 
तरित हो जाते हैँ और प्तीन ही रेखाएँ सामान्यतया स्वयं में रूपांतरित हो जाती 
हर 

गुणांकों से संतुष्ट हो सकने वाले उन प्रतिबंधों को ज्ञात कीजिए फि किसी दी 

हुई रेखा का प्रत्येक बिंदु स्वयं में ही रूपांतरित हो सके । 

4. सिद्ध कीजिए कि प्रश्न 3 का रूपांतरण, निर्देश-त्रिभुज के परिवर्तन से, सामा- 
न्बत॒या, इस रूप में लाया जा ब्रकता है--- 

ऋण, ऋजतिच, उज्कट., 
इस प्रकार, या किसी दूसरी विधि से, यह दिखाइए कि रूपांतरण रचना-सादुश्य 
(0070]029) वाला (समतल संदर्श, संरेखता) [(फ४06 ७था४06८९8, 
004॥789/70॥ ) ), होया यदि » का कोई ऐसा मास हो जो 


| | ०४ /, छ | 
| 5 94 03-१० 


को एक क्रम वाला करदे। 
संकेत---जब डिटमिनेन्ट का क्रम एक होगा तो एक रेखा | इस प्रकार की होगी कि 
उसका प्रत्येक बिंदु स्वयं का ही संगत हो । ऐसी स्थिति में कोई दो संगत रेखाएँ 
! में कटेंगी । 

5. उन ख़मीकरणों को ज्ञात कीजिए, जो दो विमा्रों में, उस रचना-सादृश्य (संरेखता, 
समतल संदर्श) को प्रकट करें जिसमें बिन्दु (5,,७५,०,) केंद्र है और रेखा 
(||,५,)3 ) रचना-सादश्य का वक्ष है । 
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46. एक समतल में बिन्दुओं का निम्नलिखित से रूपांतरण किया गया है :--- 
हे बतफिनीएहक [न ४०), 
ए +-7ए-+/(25-+|५ - ५०), 
2 357ि2-%7025-+॥५+ ४५०). 
उन बिन्दुओं और रेखाओं को ज्ञात कीजिये जो स्वयं में ही रूपांतरित हो जाते हैं । 
यह भी दिखाइए कि रूपांतरण अन्तर्वलित (77ए0० ००८५) [शर्थात्‌ उसके दो 
श्रनुप्रयोगों से आकृति अपनी मूल स्थिति में श्रा जाती है।] होगा यदि और केवल 
यदि 207+०,+9%+%१४७-० हो । 
[स्मरण रखिए कि (४५ ,£६,£2' ) वही बिन्दु है जो (5 ,४“,2') है।] 


] अ्रध्याय 
धनात्मक-निश्चित समधात 
(76 ?०ब्ं0ए९-2४॥॥8 #07ा) 
4. निश्चित वॉर्स्तावक समधघात 


.. परिभाषा 6--वास्तविक दुविधाती समघात 


३२ 


१) 
अ.. “ भांग (भाव) 
| 784 
को धनात्मक निश्चित कहते हैं यदि वहु समुच्चय ४--४०८-. . - +न५.५5-० के अलावा, 
४,,....४.. के वास्तविक मानों के, प्रत्येक समुच्चय के लिए धनात्मक हो । इसको 
ऋणात्मक-निश्चित कहते हैं यदि वहु हू - . - तएतता0 के अलावा 


5,....४.. के वास्तविक मानों के प्रत्येक समच्चय के लिए ऋणात्मक हो । 


अप. 


धनात्मक-सिश्चित नहीं है; पहला 5। 55 0, ४25- 0 के अलावा, »; और 5: के वास्तविक 
मानों के, प्रत्येक युग्म (90४7) के लिए धनात्मक है; दूसरा तब धनात्मक है जब 
४ 555०७5] लेकिन ऋणात्मक है जब 5।55!, और 5५७०2, और शून्य हैं जब 
ह[+१/2 और 525०५/ 3 हैं । 


उदाहरण के लिए, $६-»४ धनात्मक-निश्चित है जबकि 3श--»४ 


वास्तविक समघात का एक ऐसा उदाहरण जो कभी ऋणात्मक नहीं हो सकता, 

लेकिन परिभाषा के अनुसार धनात्मक-निश्चित भी नहीं है, यों है-- 
(3४-- 25४2)*-- 453 . 
यह द्विघाती समधात शून्य हो जाता है जब 5। ८ 2, #255 3, और ४३-०0, और इसलिए 
यह परिभाषा 6 के अंतर्गत नहीं आता | परिभाषा की सीमा में इस प्रकार के 
समघात को शामिल न करने का कारण यह है कि यद्यपि यह फलन 5।,४०,53 तीन 
चरों का-सा प्रतीत होता है यह वास्तव में दो ही चरों का फलन है जो यों है :--- 
4 75 358-- 252, ०८5५ 


चरों के एक समुच्चय में किसी धनात्मक-निश्चित समघात को यदि चरों के एक 
नए समुच्चय में व्यक्त किया जाए तब भी वह एक धनात्मक-चिश्चित समघात ही रहता 
है, शर्ते केवल यह है कि दोनों समुच्चय, एक वास्तविक व्युत्कमणीय रूपांतरण द्वारा 
संबदध हों। इसे हम अब सिद्ध करेंगे । 
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प्रमेय 40-- 5६,....४., आदि ॥ चरों में एक वास्तविक धतात्मक-निश्चित समधघात, 


#,,. . .,४, आदि 7 चरों में भो एक धनात्मक-निश्चित समघात होगा बच्चतें 

कि चरों के दोनों समुच्चय, एक वास्तविक, व्यत्कमणीय रूपांतरण दुबारा संबद्ध 

हों । 

मान लीजिए, धनात्मक-विश्वित समघात 8 (५.६), और वास्तविक व्यूत्कमणीय 
रूपातरण &--४४ है। तो ४55४७ * #. मान लीजिए, 85,5५5) जब 5 के पदों में व्यक्त 
किया जाए तो वह ८ (5, ४) हो जाता है । 


चूंकि 8 (५,४) धनात्मक-निश्चित है, 0 (>,४), ६-० के संगत ># के अबावा 
है, प्रत्येक & के लिए घनात्मक होगा | लेकिन, ४-४5, जहाँ & एक व्यूत्कमणीय 
मंट्रिक्स है और इसलिए #-- 0 होगा यदि और केवल यदि ४-5० है । अतएव (५५,४९४), 
४-50 के अलावा प्रत्येक > के लिए घनात्मक होगा | 
दिप्यणी--समीकरण 5-0 एक मेट्रिक्स समीकरण है, जहाँ 5 ऐसा एकस्तंभीय मैट्रिक्स 
है जिसके अवयव £, 


४) | 


4.2. 7 चरों में धनात्मक-निश्चित समघात का सबसे अधिक सुव्यक्त रूप यों 


(जि? 
। 


क।न - - - + 9,057 (8... > 0) 

अब हम यह दिखाएंगे कि 7 चरों में कोई भी धनात्मक-निश्चित समधात इस 
सुव्यक्त रूप का ही एक रूपांतरण होता है । 
प्रमेय 44-- प्रत्येक वास्तविक धनात्मक-निश्चित समघात 3(5,5) को इकाई 

मार्पाक (एपाँ एा००पाए७) के एक वास्तविक रूपंतरण दुबारा समधात 

छान -- - +पात 3५ 

के रूप मे लाया जा सकता है जहाँ प्रत्येक ०... धनात्मक है । 

जो तरीके हम यहाँ प्रयोग में लाएँगे वह पुस्तक में आगे दिए जाने वाले तरीकों 
की तरह हैं । यहाँ हम उनका विस्तृत विवेचन करेंगे; बाद में यहीं का हवाला दे देंगे और 
स्पष्टता को कम किए बिना जितना हो सकेगा उतने विवरण को संक्षिप्त कर देंगे । 

मान लीजिए, दिया हुआ धनात्मक-निश्चित समघात यों है :-- 


73 
75.5) उ्| »& । के 9295५ (9;|5-932 
हे प्प्यर 


|| 
[ 
0 
हि 
कि 
का 


23. (१) 


(१) के वे पद जिनमें 5; आता है इस प्रकार हें :-- 
9]77+ 20 252 - - - +॑ 2077४ (2) 


]40 
इसके अतिरिक्त, चैँकि () धनात्मक-निश्चित हैं, बह ते धनात्मक होगा जब 
४न्5+] और 3255 - - बत50 हो; अतएव 0 > 0 होगा। फलस्वरूप (2) के 
पदों को ऐसे लिख सकते हैं [-८ 


ट् ) /्$ 
४2 (अपन: ] नल ([)« ) एप (४४ ००० न 20/5..) 5 
5 


4| 


और इसलिए, यदि 
9,2 9 कं 
ब्जज हनन - -  प>- 707) 
8 डर 9 (3) 
की रा 23 ५ + * 2), ० 
तो 85)0)-४9|?--४,, ... ,5, में एक द्विधाती समघात 
“(मान लीजिए) न ४. £ शिड2585 (4) 
ए्न्न्ड्टे इसे, 
छहपांतरण (3) व्युत्कमणीय है, इसका डिटमिनेंट यों है-- 
। छजिा। + +  गिर्शि | हैः 
| ] श् | 
। ! 
] के | हि] ] रू । 
| 0 0 हु. 2 | 


अतएव, (दे० प्रमेय' 40) > में समघात (4), धनात्मक-निश्चित है और 322> 0 
(|,--, &,--0 रखिए जब 7-2 हो ।) 

जैसे पहले कर चके हें वेसे ही-- 

86:80 प+0 ( >०+ 73+ +डिए ) तर में ए 
दविघधाती समघात । 


मान लीजिए, 5., ... ४, में यह द्विघाती समघात, 55%. 5, है; 
9 4! नस्ल ५ 3 ) 


| 


न की 2 * «० ४५ + हम 8 ( 5) 


22 22 


फ ज॑औ, (53, - - - »3), 
लिखने पर हम देखते हे-- 


कैब न्‍नन नम * 


8(,5) 55०।। ४१+ 322 ४2+- 2 2 कशॉपोफ: (6) 





+इसके लिए यह आवश्यक है कि 0। शून्य न हो । 


झूर्पातरण (5) इकाई मार्पाक का है और इसलिए, समघात (६ 4) में प्रमेथ 40 के लागू 
करने से, समघात (6) धनात्मक-निश्चित है और ५53'> 0 (४३८७-, ४,८८० 
रखिए जब 75% 3 हो ।) 
जैसा पहले किया है वैसे ही दूसरा समघात इस रूप में आता है--- 
नी32223-+7323+2&, . . - »2७ में एक दविधाती समघात, (7) 
जहाँ 5, 022, 733 घनात्मक हैं। अगले कदम की तैयारी में, (7) को धनात्मक- 
निश्चित समघात सिद्ध करके, 24 का गुणांक, धनात्मक सिद्ध किया जा सकता है । 
इसके अतिरिक्त, हमारे पा 
9॥| 
2॥ नत 4 55४५| सूठे | --- झऋन # ० ० हू 
5, 9 


2255 ॥ 2 ८४० + अं 25 «३ न 820 





का 8., 7! 
३4 ३ 
४3 स्म्न्३ न न ई ० रन "अं 
४33 33 


श्व्तत कसा चा5 (7 > 3). 
इसी प्रकार एक-एक करके हमें अन्ततः यह रूप मिलता है-- 
(0,४)5-9।/६48:22655-+/3363- - - - 7 जप (8) 
जहाँ 9,।,.... 3 धनीत्मक हैं और 


& कहने 52 न . ते 
[ 9 7? | 
। 2 ) 
हुत्त. 79: + हि | (9) 
22 | 
5 स्स्ल है हम 


इस प्रकार 8(5,४) का हमने (8) में रूपांतरण कर दिया हैं, जो उसी रूप में 
है जैदा प्रमेय से वांछित है; इसके अतिरिक्त, रूपांतरण ४«>६ वही है जो (9) है कि 
जो इदगई मापांक का है । 


2. एक धनात्मक-निश्चित समघात के लिए आवश्यक शोर पर्याप्त प्रतिबंध 


2.7. प्रभेथ 42--वास्तविक दुविघाती समघात 
६ | 8३ 
5 5 आम () 


| ुच् 
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के धनात्मक-निश्चित होने के लिए आवद्यक और पर्याप्त प्रतिबंधों का एक 
समृच्चय इस प्रकार है-- 


28 
। 
। 


प 


>0. न्नज लव +- : 8, .. 


87>0 | था 92 | | 
हैँ पु 
| 82[ 822 | 


नत ।; 


[ शा 
है 


यदि समघात धनात्मक-निश्चित है, तो, $.2 की तरह, एक रूपांतरण 


। 52 29 
की पा डक गत ५: २५3% 6 -+-- पल 


५] धपप 
है स््ड 5० था पं 20 ठ््‌ हे 
22 
अत स्स्ड 3 » 
इकाई मापांक का ऐसा होगा कि समघात का रूपांतर यों हो सके-- 
837-+92222+ . . - +पफार्ड (2) 


चिकन अजब 


और इस समघात में 9॥, 529- --+ ०70 आदि सब धनात्मक हूँ |! समधात( 2 
विवेचक 8॥4 022. . - 0० है । अतएवं, प्रमेव 39 से, 

। 84] *. %५ 8७5 +5०8]१) 22 * « 5 505 

। 

| 


ले 





॥7 ध् | 


और इसलिए धनात्मक है । 


अब (१) पर तब विचार कीजिए जब 5, 550 हो तो पहले वाले ही तर्क को, 
४,...४ै.-] आदि 7--१ चरों वाले एक समधात में लागू करने पर, 
४ हे 8[90-4 | क्ौ98022- -  7-7-. पर्दों तक 





| 9. -१9] $ ४ 8॥.. [:0-7 । 


और इसलिए धनात्मक है । 


इसी' प्रकार, £, 55 0 और », 5-50 रखने पर 


। 8] | 5 प &[, 7-2 | हे 





8. ..2, ल्‍ * थे, _.2, ]>“-2 
आदि-आदि । अतएव, प्रतिबंधों का दिया हुआ समुच्चय आवश्यक हें । 
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विलोमत:, यदि प्रतिबंधों का समुच्चय लागू होता है, तो, एक तो 8॥> 0 
होगा ओर हम, $.2 की तरह, इस प्रकार लिख सकते है :-- 


2(2 . , दे न | > 
/(>,5) न्ू+ 8]] (उन. ने मा ) +४), 5» में एक दविधाती 
4॥] 738 


समघात (माब लीजिए ) 
नतथवरस्‍।न+2ख3+ - - - नी किरपिन 2032 ५23+ -  -(3) 


जहाँ रा 44% ५ & 
अं नत्ह[+-75०+ - - - +- 5५, 
5; ६|] 


2 तत्आ (०) 
इससे पहले कि हम आगे चलें हमको यह सिद्ध करना चाहिए कि 592: 
घनात्मक है। 
समघात और रूपांतरण पर विचार कीजिए जब £> 2 के लिए 5. 5 0 हो । 
तब समघात (3) का विवेचक 8।022, रूपाॉतरण का मापांक इकाई होगा और 
8| ऐपनी 284 2022 - 82225 
का दिवेचक 8822-9[2 होगा । अतएव, 5; और 5. केवल दो चरों के एक 
समधात में प्रमेय 39 के अनुप्रयोग से, 
84222 ₹+9822-7945 
ओर इपलिए परिकतयना से धवात्मक है । अतएवं 339५ घनात्मक है और हम (3) 
को इस प्रकार लिख सकते हें - 
8॥ ४7-+022 ४2-४३, . . .,४,, में एक दविघाती समधात 
जहा ८२/।, 


हुक 





जी डी है 23 22 
$। 25“ 2 6,3४7 शा 522 ६५ 


४३३८ (४£-> 2) 
अर्थात, हम इस प्रकार लिख सकते हें :-- 
/(5,) | 8 7-322 ४3-%33 न - - - + 2034४3४५+ . . .. (4) 
जहाँ ७;। और 3.2 धनात्मक हें । 


समघात (3), (4) पर, और # से £ में रूपांतरण पर विचार कीजिए 
जद &7>> 3 के लिए 555७ हो । (4) का विवेचक 3(322033, रूपांतरण का मापांक 
इकाई और (3) का विवेचक 


| का। था3 38॥3 | 

| 

| 82 322 4253 (5) 
| 


| हैँ 


| 95] 3433 98533 !| 
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कै जो परिकल्पना से धतात्मक है। अताशव, केवल तीन चर $3273 के एक घ्त 
पर प्रमेष 39 के अनुप्रयोग से, गृुणनफकल 922039 डिंटमिनेंट (5; क्के 
बराबर है और इसलिए धनात्मक है । फलस्वरूप, १33 धनात्मक 


इवबे प्रकार धोरे-चीरे हम यह निप्कर्त निकाल सकते हू कि जब पग्रतिबंधों का समु- 


ज्चय संतुष्ट हो तो हम 25.5) का 
8॥70-+ 72222 7 नाईक (6) 


के रूप में लिख सकते हैं जहाँ ॥॥-92% - * “श्यत तर्क है और 





938 8०. | 
5] व्फानी- मिनी - ०» गा ० 
84] 8( | 
5 ,०- 04. -+ पक ग 
“पु जे 3 8,» ४ । 4 ) 
की 
है कर 8.8 है 


समधात (6), ह5.,. - ५ में धनात्मक-निश्चित है और, चूँकि रूपांतरण 
(7) व्युत्कमणीय हैं, ४(5,5) (दे० प्रमेय. 40) 59७---#क में वेदात्मक 
निश्चित होगा । 

2. 2. हमले चरों को 5,,१०. . - ..5., के क्रम में रखकर और फिर थ। से शुरू करके 
बिचार-विमर्थ आरंभ किया था । हम एसा भी कर सकते थ कि चरों का क्रम 
70 7:0.५- - 3 रखते और ०५५ से शुरू करत | उस परिस्थिति में हमें आवश्यदः और 
बर्याप्त प्रतिबंधों का एक दूसरा समुच्चय प्राप्त होता, जो यों होता, 


कक 0. | नए 09 7 । जे 0 
। 


। 3, -.,0 दे ए0 श-+ 


इसी प्रकार, चरों के क्रम में किसी भी क्रमचय (एथाप्वा४07 ; से 
आवश्यक और पर्याप्त प्रतिबंधों का एक समुच्चय प्राप्त होगा । 


2.3. समचात 85.5) ऋणात्मक-निश्चित होगा यदि समघात ६-2 / 
धनात्मक-निश्चित है। फलस्वरूप, समघात 8(5,») ऋणात्मक-निश्चित होगा यदि 
और केवल यदि-- 

8]। 32 383 | <:.9, -:' 


| 
। 
| 359] 422. 323 
| 3534 332. 8433 


945:: 0, | थ]त 52 >> 0, 


82] 322 





ह्ो। 
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प्रदनावली ग्यारह 


). सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित दविधाती समघातों में से (3) और (॥) 
धनात्मक-निदिचत हैँ लेकिन (॥) नहीं । 

(8) 657+3597-+-22--34ए2, 

0) 6४:+499“--52--...8292+2025:--4, 

(॥) 4%5?--9५7--222-+ 892+ 625-+ 05५ 
2. सिद्ध कीजिए कि यदि-- 

एड 3 न 3 
2 4“. कक (8६ 5-9६३) 


हल्ला धतऋा 
एक धनात्मक-निश्चित समघात है, तो 
87ल्‍5 (873 न॑ 8272--8553) + ५ (5०,५४३ हे 
जहाँ £ वास्तव में 52, 53 में एक धनात्मक-निश्चित समघात है जिसका विवेचक, 
5 के विवेचक का 3; गुना है । 
सझाव---रूपांतरण ७६ २८ 8७॥] 53--942 52-93।553, 
४२०, (३5-४३ का और प्रमेय 39 का उपयोग कीजिए ' 
3. सिद्ध कीजिए कि 5,9,2 में दविघाती समघात 
छएज5(8%+97ए+०2)7+ (42४+ 0:9+ ०22) * 

का विवेचक, उस डिटमिनेंठ का (पंक्तियों से) वर्ग है जिसके स्तंभ यों 
हैं, आल 

8],04,0[) 92,02,02; 0,0, 0 
4. (प्रश्न 3 का विस्तार) सिद्ध कीजिए कि 9 चरों सें 7 विभिन्‍्त एकघाती 
समघातों के वर्गों का योग, 9 चरों एक ऐसा द्विघाती समघात होता है जिसका विवेचक 
शन्‍्य होता है जब भी 7<४? हो। 
5. (कुछ कठिन ) यह भी सिद्ध कीजिए कि इस प्रकार के विवेचक का क्रम सामान्यतया, 
7 के बराबर होता है : और यह कि इस सामान्य नियम का अपवाद तभी होता है 
जब 7 विभिन्‍न समघात, एकघातत: स्वतंत्र न हों । 
6. सिद्ध कीजिए कि 





का बिवेचक तब तक शून्य नहीं होता जब तक समघात 


है 84 
20: 9567 (कल 2०४७) 
रत 


5 


4,022 


एकबातत:ः आश्रित ने हों । 
सुझाव-- प्रश्त 3 और 4 से तुलना कोजिए । 
7. सिद्ध कीजिए कि द्विधाती समघात 


2 
7>&3 (53) (7, 8--, . .,7) ) 


के विबेचक का क्रम 7-+ है । 
8. ((5।, . 5७) यदि # चरों का एक फलन हो, 79, 0/० 5५ को प्रकट 


करता हों, और |, 57०५ [55], .-,7) के मानों पर 8 को प्रकट 
825५ ठ% 
करता हो तो सिद्ध कीजिए कि ई€ का उ#*०, पर एक निम्निष्ठ (ग्रांगणएाए) 
होगा बशरतें कि £ £ $ 6 ६ एक धनात्मक 5 निश्चित समघात हो और प्रत्येक 
9 शून्य हों। उन प्रतिबंधों को ज्ञात कीजिए कि ((+४, 9), 55०, ५८८), 
विदु पर एक निम्निष्ठ हो सके । 
9. दसवें अध्याय के प्रश्न 2 से, चरों के मानों के प्रत्येक समुच्चय के लिए, एक हमिटीय 
समघात का, एक वास्तविक मान होता है। इसको धनात्मक-निश्चित कहते हैं यदि 
वह मान, 555 ' *>"जतू0 के अलावा, चरों के मानों के प्रत्येक समुच्चय 
के लिए धनात्मक हो। एक धनात्मक-निश्चित हमिटीय समघात और किसी 
भी व्युत्कतमणीय रूपांतरण के लिए प्रमेष 40 को सिद्ध कीजिए । 
0. सिद्ध कीजिए कि इकाई मापांक के एक रूपांतरण द्वारा एक धनात्मक-निश्चित 
हमिटीय समधात को समधात _ __ 
0[27 नी . »  +पफातार्क्या 
में रूपांतरित किया जा सकता है जहाँ प्रत्येक ०७ धनात्मक है । 
संकेत-प्रमेय 4| की उपपत्ति से तुलना कीजिए । 
]. डिट्मिनेंट |8॥ | 55 ।आ | को हमिटीय समघात 5५» 5। 5 का विवेचक 
कहते हैं। यह याद रखते हुए कि एक हमिटीय समघात को मैट्रिक्स समीकरण >>» से 
|35-|0 ||, 
पहचाना जाता है, डिटमिनेंट-समीकरण पर विचार करके यह स्पष्ट हो जाता है कि 
विवेचक वास्तविक है । 
हमिटीय समधातों के लिए प्रमेय 42 के अनुरूप को सिद्ध कीजिए | 
2. प्रश्न 3 की अनुरूपता पर, सिद्ध कीजिए कि हमिटीय समघात प्च्चजछऋ%--५४ 
का विवेचक शून्य होता है जहाँ झ->-छाह-+-09-+0०2, ४5-००४--००४--००८ है । 
प्रश्न 4, 5 और 6 के लिए भी संगत अनुरूप ज्ञात कीजिए । 





अध्याय 2 
अभिलक्षण समीकरण ओर बविहित समधघात 


(3॥8 (रीक्चाहटशपडाए ९तुशब्रधणा क्ाएं (न्राएाट्या #0798) 





। दो द्विघाती समधातों का ) समीकरण 

8.. प्रमभेय 39 में हम देख चुके हैं कि यदि #ै/ मापांक के एक रूपांतरण 
दवारा » चरों को ४ चरों में बदला जाए, तो द्विघाती समधात 4(5,5) के विवेचक 
में ै/2 से गुणा हो जाता है । 

यदि 60(5,5५) और (!(५5५,5५), ४9 चरों में कोई दो भिन्‍न-भिन्‍न द्विषघाती 
समघात हों और 2 एक स्वेच्छ प्राचल (9००००) हो और यदि बचरों में 
8॥ मापांक का कोई रूपांतरण किया जाए तो समघात 8 (5,2)--)१८ (5,») के 
विवेचक में भी ४2 से गुणा हो जाता है । 


अतएव, यदि रूपांतरण 
3 अब भि 7०, 
है 


द्वारा रथ 4.. है +5, है ०.५४ हि क्का्‌ तया स््प है. 0] है, रैक. रन 44 १५३.४५८५५, हो जाता 
है, तो 
(९५ $ 


हि कन-रीणा + - कात्ाा प्रा लल्णाना 7:- - पव-->ीफ 


! 80-7*००॥॥ *. * «>वेिएणपाएत ; एक एशआ + -पछण+795 
समीकरण (0--)८+-0 या पूरे रूप में, 


। 88]-7+*०॥ ६ रे 879-*५०: न | 





सजा 


/3नन के -अ8 जप. अनपकममकबपमप 


| वा एरफका - + + किया का : 

को ऊपर दिए हुए दो छमचातों का ) परमीफारण कहने ४ । 

उपयुदत का संक्षेप इस प्रकार है -- 

प्रमेघ 4 3.---0 चारों में फिल्हीं दो दृविधाती समघातों के 3. समीकरण के भूलों में 
एक व्युत्कमणीय एकघार्ते रूपांतरण के बाद भी कोई परिवर्तत नहीं होता । 
प्रत्येक घात 2४(75-0,,. .,7) के गु॒जांक में रूरंतरण के भारपांक क्षे वर्ग से 
गुणा हो जाता है । 

६[60घ8ा056/63--.] 853 
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4.2. &#5,४) और समचधात ४+. . . -+» 5 के » समीकरण को #& का 
अधिलक्षण समीकरण कहते हैं। पूरे रूप में, समीकरण यों है --- 


काया खैधिट * * का मर 
82. ठे22रे-.. हैआा 
गए 3802. +  व्ाणए ) 


इस समीकरण के मूलों को मैट्रिक्त ४ के झमभिलक्षण मूल कहते हैं। समीकरण को 

| &-20 |-0 द्वारा प्रकट किया जा सकता है जहाँ , ॥ कोटि का एकवत्‌ मैट्रिक्स है। 
), सेस्‍्वतंत्र पद डिटमिनेंट | आ८ | होगा, जिसके फलस्वरूप जब । भा नर 

हो ; तो अभिलक्षण समीकरण का कोई मूल शुन्य नहीं होता । जब | ५.२० हो, 

जिसके फलस्वरूप मैट्रिक्स [5६] का क्रम 77 होता है तो कम से कम एक शून्य 

अभिलक्षण मूल अवश्य होता है; जैसा सिद्ध किया जाएगा, उस समय फ्रन्‍्य शून्य 

मूल होते हैं । 

2. अभिलक्षण मलों की वास्तविकता 

9.१. प्रमेय 44--बदि [ ०६ ], एक घवात्मक-निश्चित समधात ९: (5, 5) का 

मेट्रक्स है, और [७] वास्तविक अवयवों बाला कोई सममित मेट्रिक्स है, तो 

» समीकरण 


8॥]-07५ 92-00. : 856--097५ 
82 -..0247 822-0227 . : 820. 0207५ न्नः्0 
8094--०777 802-..002/५ * 80-07" 


के सारे मूल वास्तविक होते हैं 
मान लीजिए, समीकरण का कोई मूल 2 है । तो डिटर्मिनेन्ट शून्य हो जाता हैं और 
(प्रमेष ] से) 2, 22, + - > 4 संख्याएँ, सब शून्य नहीं, इस प्रकार की होती हैं कि 


5 (878-708०):2४--0 (बल, , « - ४0); 
! 


अर्थात्‌ 0 ४. ०३ट575 “४ भाइट3(7 न्‍त | - - 50) (१) 
हनन ५ 


() के प्रत्येक समीकरण को, 2, से गुणा कीजिए जो थ#का संयुग्मी संमिश्र 
है। और परिणामों को जोड दीजिए । यदि शच्त्टैपनी7 हो, जहाँ 7. और ४; 
वास्तविक हैं तो हमें दो भिन्न-भिन्न अ्कार के पद प्राप्त होते हैं, जसे 

77, 5(५+४,)(श:- श)--४:+ ४), 
7272,+ट 254 [९४)(5,--५५)+(४५४-४ ४३) (४,+-2 3) 
न्-+2(27५४ 6 6 
जब 2.5-४५-+7४, 7--४५-- ४; 
[>5०/(-), हे और ४ वास्तविक हैं । 
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अतएव, इस संक्रिया से, 
;. ््‌ ५ ०एद+श्+2 | कतर+ भर) ॥। 
बे] «5 


३ 


कक 2 ; 8 + ४:)+2 < 88(25-+ २725) है ६ 


हद 
या, यदि एक सुस्पष्ट संकेतत का उपयोग किया जाए तो, 

20०5,5%) न (५,५) -७(5५,5)-+- (४, ४) (2) 
चूंकि, परिकल्पता से, ८(5५,५४) धवनात्मक-निश्चित है और चूंकि 7-5 +, 
(75--, . . .;8) संख्याएँ उव ही शून्य नहीं हैं, समीकरण (2) में » का गुणांक 
धनात्नक होगा । इसके अतिरिक्त, चूंकि प्रत्येक आ८ वास्तविक है, (2) का दक्षिण 
पक्ष वास्तविक होगा और अतएव » भी अवश्य वास्तविक होना चाहिए । 
टिप्पर्णए---यदि (2) में » का गृणांक शुन्य होता तो (2) से 2». की वास्तविकता 

के बारे में कुछ भी पता नहीं लगता, इसके लिए यह आवश्यक है कि ८ (5,5५) 

धनात्मक-निश्चित हो । 

उपप्रनेय---यदि 4(5,४) और ((5५,४) दोनों घवात्मफू-विश्चित समघात हें 
तो दिए हुए सर्माकरण का प्रत्येक मुल्य धनात्मक्ष होगा । 

23.2. जब ००-757] और ०६०5० (एन+$) है तो समधात ८७८५५), 
४१+5४+- . . - -+55 है और धनात्मक-निश्चित है। इस प्रकार प्रमेय 44 में, 
एक विशिष्ट स्थिति में, आगे दिया जाने वाला प्रमेय आ जाता है। यह प्रमेय गणित' की 
अनेक शाखाओं में विभिन्‍न रूपों में लागू होता है । 
प्रमेप 45.--जब [आए], वास्तविक अवयबों वाला कोई समसमित मेंद्रिक्स है, तो 

सर्म/करण | &--2४ [| 0 का अर्थात्‌ 
| बिगरव+]2 - - 
982 8922-7५ - क्ेठा 


त्त्छे (8३ ध्क 8६9) ) 


हि] 


[ हक...» का“ 
का प्रत्येक मूल ». वास्तविक होता है 
जब [2;/.] एक धवात्मक-निश्चित समधात का सेटद्रिक्स हो तो प्रत्येक मसल 
धवात्मक होता है । 


$. विहित समघात 

3. , इस परिच्छेद में हम यह सिद्ध करेंगे कि यदि &+>-[था(), ? कोटि 
ओऔर + क्रम का कोई वर्ग मैद्रिक्स है तो 5,,.. 5, चरों से 5#,,. , .>७, में 
एक व्युत्कमणीय रूपांतरण ऐसा होता है जो & (5,5) को 


8,>4-- न +श- 2, ( 3 ) 
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में बदल देता है जहाँ 8,,. . .,९० शून्य से भिन्‍न हैं । इसके अतिरिक्त, यह भी 
सिद्ध किया जाएगा कि, यदि »६ अवयव किसी एक विशेष फील्ड # (जैसे वास्तविक 
संख्याओं का फील्ड) में हैं तो रूपांतरण के गुणांक भी और परिणामस्वरूप आने वाला 
2; भी उसमें होगें। (3) को विहिंत समधात कहा जाता है । 


उपपत्ति में पहले यह दिखाना होगा कि कोई भो दिया हुआ द्विघाती समधात, 
एक ऐसे में रूपांतरित किया जा सकता है जिसमें ४4 का गुणांक शून्य से भिन्‍न है । यह 
683. 2. और 3.3 में किया जाएगा । 
3.2. प्रारंभिक रूपॉवरण---दो विशेष प्रकार के रूपांतरणों के उपयोग का 
हमें प्रायः अवसर मिलेगा । 
पहुला प्रकार--रूपांतरण 
हसन, अली, अ४चत ५५ ($9*4,7) 


व्युत्कमणीय है; इसका मापांक --! है जैसा डिटमिनेन्ट को पूरे रूप में लिखने पर तथा 
पहले और वें स्तंभों के विनिमय के बाद देखा जा सकता है। इसके अतिरिक्त, रूपांतरण 
का प्रत्येक गुणांक या तो + या 0, हैं और इसलिए वह ह संख्याओं के प्रत्येक फील्ड 
में होगा । 

यदि दविधघाती समघात ££8 >»७३ में 8॥॥, . . .,आए संख्याओं में से एक 
शून्य नहीं तो या तो »॥ %0०0 या पहले प्रकार का कोई उपयुक्त रूपांतरण 
द्विधाती समघात को ££ ७,४५४ ५ में बदल देगा, जहाँ 9। #0 है। 

यदि दविघाती समघात <*£ ०५75४ में समस्त संख्याएँ 8., - . .,०,७ 
शून्य हैं लेकित एक संख्या &४(7%5) शून्य नहीं है, तो पहले प्रकार का कोई 
उपयुक्त रूपांतरण समघात को ££ छह, में बदल देगा जहाँ प्रत्येक 9७ 
शून्य है लेकिन 002, . - -,07 में से एक संख्या शून्य नहीं है। 


दुसरा प्रकार-- “चरों में रूपान्तरण 
हलत्आान-श,, 5,००४ ,, 55४, (६55४, ) 
व्युत्कणीय है। इसका मापांक वह डिटमिनेन्ट होता है जिसमें--- 
($) पहली पंक्ति में, पहले और ७&-वें स्तंभों में । है और अन्यत्न 0 है । 
(४) <च्वीं पंकित में, पहले स्तंभ में 7, $-वें में -। और दूसरे प्रत्येक स्तंभ में 0 
है । 
१९4 
(79) #-वीं पंक्ति में (४3, ) विकर्ण वाले स्थान में ] और अन्यत्न 0 हैं । 
इस डिटमिनेन्ट का मान -- 2 होगा, इसके साथ-साथ, डिटमिनेन्ट का प्रत्येक 
अवश्य 3, 0 या --7 होगा और अकछव संख्याओं ह के प्रत्येक फील्ड में संमाविष्ट 
(000988 ६०) होगा । 
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यदि, द्विधाती समधात ££0,.55, में समस्त संख्याएँ 0, ,. . .. ७७७ 
शून्य हैं, लेकिन एक 9,, शून्य नहीं है ठो दूसरे प्रकार का कोई उपयकक्‍त खूपांतरण 
समवात को 5४०४, ४, के रूप में व्यक्त कर देगा जहाँ ०। घशन्य नहीं है । 

3. 3. बहित यब्धातों कि दिशा में ग्थर चरण । 

पीछे दिए गए प्रारंभिक रूपांतरणों की सहायता से हम प्रत्येक दविधाती समधात 
का इस श्रकार रूपांतरित कर सकते हूँ कि 3, शन्य न हो । 
किसी दिए हुए समघाल 


प्र) 


है हि, उ)्कड 2 छ हैं 2५. (28759) (१) 


न्ध्म् 


| है 


पर विचार कीजिए | बदि एक 3... शूय नहीं है, तो पहले प्रकार के एक रूपांतरण द्वारा 
(3) एक समधघात 38(>, 5) नें इस प्रकार बदल जाता है कि 5:: शन्य 
नहीं है । 


यदि प्रत्येक ७., शुन्य हे लेकिन कम से कम एक ».. शबत्य नहीं है तो पहले 


द्ध्ष 


प्रकार के एक रूपांतरण के बाद दूसरे प्रकार का एक रूपांतरण () को एक समधघात 
(४, ४) में बदल देता है जिसमें ८,। शून्य नहीं है । दोनों रूपांतरणों का गुणनफल 
() को सीधे ही ८( 9, ४) में बदल देता है और इस रूपंतरण का मारपांक 
+-2 होगा। 
इन परिणामों के सार को हम एक प्रमेय में कहेंगे । 
प्रमेव 46--प्रत्येक्ष दृबिधाती समघात 4 (5, ») जितके गुणांक एफ दिए फिल्ड 
£ में हैं और जसमें एफ ०.५ शत्य नहीं हे, एक व्यत्कमणीय रूपांचरण द्वारा, जिसके 
गृ्णांस £# मे हूं, एसे समधघात 9 (<&, |) में रूपांतरित फिया जा सकता है जिसका 
यू्जाक 0७, शब्य नहीं है । 
3.4. भझुख्य प्रमेथ की उपफत्ति : 
परिभाषा 7--किसी दुविधाती ससमघात का क्रम वहो होता है जो उसके गजणांकों के 
मंद्िक्त का कर होता है । 
प्रयेय 47--9 चरों में और 7 ऋम का एक द्विघातों समघात जिसके गुर्णांफ एक 
दिए हुए फोह्ड $ में हूं, ऐसे व्यत्कमणीय रूपांतरण द्वारा, जिसके गुर्णाक ह हें हें, 
ण7+-. .. +णओ:, (() 


समधघात में रूएंतरित हो सकता है जहाँ ०,, . . ., ० संख्याएँ # में हैं और उनसे से 
कोई भी शन्य के दरावर ग्टीं है । 


४] 5: 
मान लीजिए, समवात £  £ ०9॥ 5; 5; है; और ४ मेंट्रिक्स [4॥] को प्रकट 
नल 


व म्सण है 
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करता है । यदि प्रत्येक &; शून्य है तो & का क्रम भी शून्य है और हमारे पास सिद्ध 
करने को कुछ नहीं रह जाता । 

यदि एक ०४; शून्य नहीं है (दे० प्रमेथ 46), तो एक व्युत्कमणीय! रूपाँतरण, 
जिसके गुणांक 7 में हैं ऐसा होगा जो & (5, 2) को 


प्त १] 
णर्जेाक ३ अेका सकिक 2. 2 भर्रशफ 
ब्त2 

में बदल देगा जहाँ ०१७०0 है । 


०. 


इसको इ५ प्रकार लिख सकते हैं :-- 


हू 





(३ कक 2१ 
है] भा न का «०५7 ५ 
4 


५ 





झौर निम्नलिखित व्युत्कमणीय रुपांतरण, जिसके गुणांक # में हैं, 
3 मा 3 6 कल 3.3, अर 
54 ७॥ 
एफ; (+--2, . . ..7), 
की सहायता से हम ४(5, ») को 
7) ॥8। 
ण-+ < <ांए (2) 
बन्2. नल 
के रूप में लिख सकते हैं । 
इसके श्रतिरिक्त, £ से सीधे ४ में रूपांतरण, अलग-अलग किए गए रूपांतरणों 
का गृणनफल है; श्रतएवं यह व्युत्कमणीय है और इसके गुणांक 9 में हैं, और प्रत्येक ७ भी 
प््मेंहें। 
यदि (2) में प्रत्येक 5; शून्य है, तो (2) समघात (4) में बदल जाता है; 
क्रम की समस्या की चर्चा हम अंत में करेंगे । 
यदि एक 5; शून्य नहीं है, तो हम +-. चरों में समघात 5 %४ छा ४। ५| को 
उसी प्रकार बदल सकते हैं जैसे हमने अभी-अ्रभी ॥ चरों में मूल समघात को बदला 
था । इस प्रकार यह दिखाया जा सकता है कि एक व्युत्कमणीय रूपांतरण 


१३ | 
20 ८४ आर, ([52,-- -7,) (3) 
ल्न्ट 


ऐसा होता है, जिसके गृणांक # में है और जिसकी सहायता से हम 

छत 3 8 | 

थ्ः हे 90 ४] ४55०2 22 + < ४ पा थीं, 
उसने 


8 ४ रू [553 


लिख सकते हैं जहाँ ७-० है । 
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(3) के समीकरणों श्ौर ४,557 से ५, . , ., ५४, आदि ० चरों का 2,,. . -, 
29 में एक व्युत्कमंगीय' रूपान्तरण बनता है । अ्तएवं एक व्युत्कमणीय रूपांतरण 
ऐसा होता है, जो अब तक उपयोग किए गए समस्त रूपांतरणों का गुणनफल होता है. 
जिसके गुणांक # में होते हैं और जो & (5, 5) को 


# 4: ०7 [0 
मर+ब्यदन- » ४» ० 


5 शत, (4) 


में बदल देता है जहाँ ७७८ 0 और ०७०७0 हैं, और प्रत्येक ०, ए में हैं। 
इस तरह काम करने पर दो बातों में से एक श्रवश्य होनी चाहिए। या तो हमें एक 
समधात 


8 8. 
०38९० अधि 0232: घर 6. ओऊ. ४, (5) 
जो ला म !'] 


परिस्थिति में (5) का रूप यों हो जाता है :-- 
०7--. . .+् फट (ट॑एी); 
और या, 9 चरणों के पश्चात्‌ हमें समचात 
०८४; न कक न ५, 


प्राप्त होता है, जहाँ  < 7, 6] 50, . ., ०७८ 0, लेकिन प्रत्येक 6,550, और इस 


5३ 


प्राप्त होता है । 
इनमें से किसी भी परिस्थिति में हमें अंततः समधात 
णर्जे।+, . -+णछ (६<४) ६6) 
प्राप्त होता है जो ऐसे रूपांतरणों के गुणचफल द्वारा आता है जिनमें से प्रत्येक व्युत्कमणीय 
है और प्रत्येक के गृणांक # में हूँ । 
अभी यह सिद्ध करना शेष है कि ( 6) में संख्या € मैट्रिक्स ४ के क्रम, 9 के बराबर 
है । मान लीजिए, 8 उस रूपांतरण को प्रकट करता है जिसके दवारा &(5,5) समघात 


णजंए+ --- +फ्ए-- ४ 0०55 (7) 


हा पी हो । 
में बदल जाता है, तो ( 7)का मैद्रिक्स (प्रमेथ 37 से) 845 है । चूंकि 8 व्युत्कमणीय 
है तो मैट्रिक्स 8.58 का क्रम वही होना चाहिए जो 6 का है (दे० प्रमेथ 34) अर्थात्‌ 7 
होना चाहिए। लेकिन दविघाती समघात (7) के मैट्रिक्स के मुख्य विकर्ण के पहले [६ 
स्थानों में ७,,. - -,०५ और अन्यत्र शून्य है जिसके फलस्वरूप उसका क्रम £ है । अतएव 
सता होगा | 
उपप्रतेथ 48-...45,5) यदि # चरों में कोई दुविधाती समाधात है जिसके गणांव 
एक दिए हुए फील्ड £ में हें, और यदि उसका विवेचक दाप्य हें तो एक च्युत्कपर्ण/य 
रुपांतरण दुवारा जिसके गुणांक # में है बह (अधिक से अधिक, चरों के) 
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एक ससधात 
णर्टा7+ ०» नी ०. 2. 
में खूपान्तशित किया जा सकता है जहाँ ०,, . - - .,०....३ आदि संज्याएं € में है । 
वास्तव में यह उपप्रमेय स्वयं प्रमेय का ही एक आंशिक रूप से कथन हैं; 
चूँकि & (5,9) का विवेचक शुन्य है, समधात का क्रम 7-- या उससे से कम होगा। 
अगले परिच्छेद में उसके सीधे उपयोग की दृष्टि से ही उपग्रमेय की चर्चा की गई 
है , जहाँ 7, वास्तविक संख्याओं का फील्ड है। 
4. दो वास्तविक दृबिधाती समधातों का युगपत्‌ समानयन 
प्रमेथ 48--मान लीजिए, & (5.5), 0(5.5४), 7 घरों में दो बाध्तदिक 
दधिधाती समधात है जोर ८ (5,5) घनात्मक-निश्चित है | तो एक 
वास्तविक, व्युत्कमणीय रूपंतरण ऐसा होता है जो दोनों 
उमचातों को 
262 > मल ० पक, कल |7--. ..+52 
की तरह व्यक्त कर देता है जहाँ 0, . . ., 2५ आदि |8---//(! ++ 0 
के मुल हैं और सब वास्तविक हूं । 
|3---2०|5०0 के समस्त मूल वास्तविक हैं (दे० प्रमेथ 44)॥। मान लीजिए 
»। कोई एक मूल है। तो 8(५5,७४)--2/८(5०) एक ऐसा वास्तविक दूषिधाती 
समधात होगा जिसका विवेचक शून्य है और इसलिए (दे० प्रमेय 47 का उपभप्रमेय ) 
53, - - उसफ से ४३, . . .,४० में एक वास्तविक व्युत्कमणीय रूपांतरण ऐसा होगा कि 
&(5,)--/३९(५,४)७००2४2-+- . . . - +"कर2, 
जहाँ समस्त ५० वास्तविक संख्याएँ हूँ। 
मान लीजिए, इसी रूपांतरण को ८ (5.5) में लागू करने पर 
(5.5) ईट £ ४४ (१) 
रे पु 


आजाता है। तो किती स्वेच्छ के » लिए हम देखते हे कि--. 
&(ज,5)--)५७५,७)-२/५(5,5)--२॥ (७५,५)-+-(2/--२)९०(5५, ७) 


न्आ गे 0-)5४ ४ अर) (2) 


चूंकि, ८७.5) < चरों में धनात्मक-निश्चित है, वहु ४ बरों 
में भी धनात्मक-निश्वचित होगा (दे० प्रमेय 40) । अतएवं १ धनात्मक होगा और 
हम रूपांतरण 


ढे [2 हें 
न्ल्ल्ड] चः बा का हज गे हक 


८8 ना 258 (8550 7०% 7) 


484 


का उपयणक्ं कर सकते हू अर 
अल कर, से) स्भचात 


४ (3.5) ---२.० (०.४) २२ $ (2... ...७) + (2७-२) ४/+५ (2:, . . . ,2., ) 


पे 


था 


उहायता से हम (2) को (ग्यारहर्वा अध्याय 


| है छा 


की तरह लिख सकते हैं जहाँ $ जौर ए दोनों 23,. . .,्क 
वास्तविक दवियाती समधघात हेँ। 
चूँकि 9 के किसी भी स्वेच्छ मान के लिए यह सही है, हम देखते हें कि 
3 (3,3 ) कत)॥ का। ऑन 7+2फ़च-ओ काट न 9, ५ 
६ के अर) स्प्ल ५१८2 7४7 $६॥/५ > 3 3) 


जहाँ 9 और # दोनों 2... ..2... में दविवाती समबातों को प्रकट झरते हें 


यह उन समवातों की दिशा में प्रथम चरण है जिनकी हम स्थापना करना चाहते 


जज 


हे । 
अगला चरण रखने से पहले हम दो बातें देखते हैं : 
(7) छएछ, 29,.. ..2,,. आदि ॥--! चरों में एक धनात्मक-निश्चित 
समधघात है; क्योंकि 
[+फ (2... . .,2,) 
एक व्युत्कमणीय रूपांतरण दतवारा समवात (॥) में से प्राप्त होता है जो 
४,,. . .,४,, में धनात्मक-निश्चित है । 
(0) |9-20.७|/७०० के मूल, और 9.5-0। से |5-2.०|>-०७ के समस्त मूलों 
का पता लग जाता है, क्योंकि (3) के समधघात, ४ (5.5) और 
(८७5४0) से एक व्युत्कमणीय रूपांतरण द्वारा आए हैं और इसलिए 
(दे० प्रमेय. 43) 
(0.॥-7५0॥0 24+9--2. | 0 
के मूल अर्थात्‌ 
0 02277 022. - पशआ->फक (5 
ए 9,2 किस 2५७७2 » $ ण्त ध्् # पे 0॥7 


के मूल, |80-29.(|-०० के भी मूल होंगे । यदि 9, |/&--2(|55० का कोई पुनरावृत्त 
(००८३४९०) मूल है तो 0., |9--0.9|750 का भी एक मूल है । 
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इस प्रकार हम, प्रथम चरण में & और (के स्थानपर 0 और ७ के उपयोग से, 
90 और ४ समावयत इन समघातों में कर सकते हूँ । 
95--22००75--0'((0., . . ., 0,), )_ (4) 
एलन ०० :-- $ (75, . . .,०%), है 
जहाँ ०० घनात्मक है, )2,| 2-2८ | क/ एक मूल है और 2:<,. . ..<, तथा 
(8 छा. के बीच का रूपांतरण वास्तविक और व्युत्कयणीय है । 
जब हम समीकरण 0, --2| को मभिलाते हैं तो हमें 2, . . ..2,, और एछ।. .,0०, 
के बीच एक दाल्तविक, व्यत्कटणीय रूपांतरण प्राप्त होता है । अतएव, 5,, . . .+५ से 
छ,, .. .,0, में एक वास्तविक व्यूत्कमणीय रूपांतरण (अब तक उपयोग किए गए 
समस्त खूपांतरणों का गुणनफल ) ऐसा होता है कि 
(5,४)5-)॥० एई-+92% एड (853, . . ....), (5) 
((5,४)-- ०, ए[-+- ०० एऐंटडरनन (83,. . ..एं,)५ 
जहाँ ७८ और ०५ धवात्मक हैं; )। और 29 दोनों | &--0,2 | के मूल हें जिनके लिए 
आवश्यक नहीं है कि वे भिन्‍म हो हों; ह और ४ वास्तविक द/वघाती समधात हैँ। जसा 
पहले-पहल किया गया था, यह दिखाया जा सकता है कि #' धवात्मक-निश्चित है और 
"और 9० सड़ित | +--) यों से | &--0.0' |-- 9 के सारे मलों का पता 
लग जाता है | 





इसी प्रकार, धीरे-धीरे, वास्तबिक व्युत्कमणीय रूपांतरणों के दुवारा &5,»0) 
और (५५.०) का समानयन इन दो समवातों में किया जा सकता है--- 
05,5)--)।०४१--)००.४३-- . . . +9.,०,, १ :५ 
0०७७)- णर-- ५०४2--. ,..+ ०४३, 
जहाँ कि प्रत्येक ५५ धनात्मक है और )॥, . . ..)., से | &--१८ |+5० के समस्त मूलों 
का पता लग जाता है । 
अंततः वास्तविक रूपांतरण 
2075१/०. ९ 
से वांछित परिणाम प्राप्त हो जाता है, अर्थात्‌ 
35.2) 57054-- .. . .+.४5)४, 0(5५,७) -- |(+ . . .+जे:. 
5.  लांबिक खायांतरण (>फ्र०एणावंों फ्क्काई00॥405) 
प्रमेव 48 में, ४-- . . .+55 यदि धनात्मक-निश्चित समधात है तो प्रमेय 
में जिस रूपांतरण का विवेचन हुआ है वह ॥+. . .+5४ को #झ+.. .+डे! में 
रूपांतरित कर देता है | इस प्रकार के रूपांतरण को लांधिक रुपांतरण कहते हैं। इन 
रूपांतरणों की चर्चा तेरहवें अध्याय में की जाएगी; हम यह देखेंगे कि वे आवश्यक रूप से 
व्यूत्कमणीय होते हें । तब तक, एक महत्वपूर्ण प्रमेय. की चर्चा करेंगे । 
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प्रनेथ 49--# चरों में एक वास्तविक द्विधाती समघात ४0.0) का समानयन, 

एक वास्तविक लांबिक रूपांतरण दूवारा, समधघात 

"ध+ . . .+)फर5, 

में हो सकता है जहाँ 9॥, . . ..). से | &-)». [550 के समस्त 

सूलों की गणना की जा सकती है । साथ हूँ, समस्त मूल वास्तविक होते हैं । 

इसकी उपपत्ति प्रमेष 48 में ((४,४) के स्थान पर ४(-+- . . . +5£ लिखकर की 
जा सकती है । 
6. झअ-हुल्य ऋषभिरक्षण मुलल! की संज्या 

यदि 8 उस लांबिक डझपांतरग का मैट्रिद्स है जिससे &(5,४) का समानयन 
समधात 

)743+ . . . +20, () 

में हो जाता है तो (प्रमेब 3प्रसे) 8.88, सम्वात () का सेट्रिक्स होगा और इसके 
अग्नग विकर्ग में अवयव )॥, . . .,9५ देंगे और अन्यत्र शुब्य होना । इसका ऋरम, उन 2, 
की संख्या होगी जो शबन्य नहीं हैं । ल।कन चाक ७ व्यत्कमजयाव है, 8 ७४७ का क्रम, ४ के 
क्रम के बरावर होगा । अनरज॒ब 6 फ अश्मदक्षण उर्म:र रण | 3-१० || 
अशन्य चल; दे यार की लए हू १ 


7, छि्। दर्लिणाती समजण् के 

7.. जेय्ा प्रमेष 47 ($ 3.4) में स्िदृध किया जा चुका हैं, ह क्रम का कोई 
वास्तविक द्विधाती समघात एक वास्तविक व्यूत्कमणीय रूपातरण द्वारा, समघात 

०४:--. . . .+ण:, (१) 

में रूपान्तरित हो सकता हैं जहाँ ७|,.. . .,०, वास्तविक हे और शून्य नहीं हूँ। 

83.3. से यह देखा जा सकता हैं कि साधारणतया इस प्रकार के किसी 
समानयन के लिए अनेक तरीके हो सकते हें; प्रथम चरण में ही हमें इस बात के 
चुनाव की काफी सुविधा रहती है कि हम परिस्थिति के अनुसार कौन-सा अशून्य 
8.७ अशन्‍्य 9॥ या ० होने के लिए चुनते हें। 

अब हम जो प्रमेय सिद्ध करेंगे वह इस बात की स्थापना कर देता है कि, एक 
समघात & (5.5४) के दिए रहने पर, (॥) में धनात्मक ०-ओं और ऋणात्मक 0-आओं 
की संख्या समानयन की विधि पर निर्भर नहीं होती । 


र्ट्ड 

पथ 
८5 

दा 


यह दक्क 


्ध 


ध्ज 
भ्ऊ 


प्रमेय 50--बदि दो वास्तविक व्युत्कतणीय रूपंतरण, माव लीजिए 8। और 8५ 
द्वारा ४ क्रम के किसी दिए हुए वास्वदिक दविधात।! सूमघात का समानयन, 
णाेपन- > ०० न॑0.- हे ( 2) 

0४(-+-. - - +कि एप, (3) 


समधात में कर दिया जाए तो धवात्मक ०-ओं की संख्या धनात्मक 3-ओं की 
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पंडया के बराबर होती है और ऋणात्मक ०+ओों की संख्या ऋणात्मक 
>-ओ की संख्या के वराबर होती हैं ॥ 
मान लीजिए, आरंभ के दृविधाती समघात में ह ». चरों की संख्या ॥ 
है; मान लीजिए धनात्मक ०-थों की संख्या [॥ और धनात्मक >-ऑ की संख्या ७, 
है। मान लीजिए, #, ५ चरों का इस प्रद्वार अंकन किया जाता है कि घनात्मक 
«४ और 39 पहले आजाएँ। तब, चूँकि (2) और (3) एक ही आरंभिक 
समधघात के रूपांतरण हें, हमारे पास 


0 ०-- न +०॥2--!०॥ -- ॥20 ण (०-६7 
च्डसिध्+, . .+ीशफनफिका शिकार -- 7 ४. (4) 


अब, प्रमेष के विपरीत, कल्पवया कीजिए कि ४७४ है । तो ::+४-ए 
समीकरण 

७50, ..., ४७७६0, ४&॥-.4770, ---+ ४7370 (5) 

आदि ० चर 5४,,. . .,४., में समवात (॥07708०975055) लमीकरण होंगे ।प 

यहाँ जितने चर हें उनसे कम समीकरण हें और इसलिए 


(आठवाँ अध्याय, $ 5 से) करणों का एक साधन झानचद,. . .. अज्त्द 
है जहाँ ६ है, सब ही शब्य नहीं हें। 
मान लीजिए , ए, ऋमणश: 5... ४५. के वे मान हैँ जब हम्_्8 हो । तो 
(4) और (5) से, 
०४, ०:-- . . , +णाओँ(---/2५--४2“,..-। -- . . . “८ [0४7“ 


जो तब तक असंभव है जब तक > और ४ प्रत्येक शुन्य नहीं है । 
अतएव या तो यहाँ अंतविरोध (०0970280:0707) हो जाता है या 


६ ( ++ 0, ३: ४5 9 न्‍0, ( 6) 
और (5) से #£+5८0, . . .,४,5८०, 
लेकिन, (6) का अर्थ यह हुआ कि 7? समीकरण 
(550, ..., ५5-0०, (7) 


छः 
(पूर्णछूप में, मान लीजिए) » झा, ८0 [5-, . . .,) 
झज्जर 


का एक साधन 5,5८६, है जिसमें ६,,. . ..६., सब ही शून्य नहीं हें। इसका 

मतलब यह हुआ कि डिठमिनेंट |॥|5-० है,जो हमारी इस परिकल्पना का 
उल्टा या अंतविरोधी है कि रूपांतरण 

इस, 34 (45->, | 95 »)) 

टच्न् 


व्यूत्कमणीय है । 


प्रत्येक & और ५, ४, . . . 5, में एक एकघाती समधात है । 
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अतउब, इप कल्पना से कि ॥<० है; अंतविरोध हो जाता है । इसी प्रकार, 
७०७ से भी अंत्विरोध हो जाता है। परिणामस्वरूप, [४5४ होना चाहिए 
और इस प्रकार प्रमेय सिद्ध हो जाता है। 

7.32. 7 क्रम के किसी समवात का समानयन प्रमेय 49 के लांबिक रूपांतरण 
दुवारा भी किया जा सकता है। इससे समधात का रूप 

29४57--. . .+*+४:, 

हो जाता है जहाँ »।,. . ..). अभिलक्षण समीकरण के अ-शन्य मूल हैं । 

अतएव, प्रमेय 50 में धनात्मक ७«-ओं यथा #ओ की संख्या वही है जो 
समघात के घनात्मक अभिलक्षण मूलों की संख्या है। 

7.3. हम यह सिद्ध कर चुके हें कि प्रत्येक दविधाती समघात की ? और 
'॥ दो संख्याएँ सहचारी होती हैं जो किसी विहित समघात में धनात्मक और 
ऋणात्मक गृणांकों की संख्या होती हैं। ? और ४ का योग ही समघात का 
क्रम होता है। 
परिभाषा 8. संख्या ?--४ को समघात की चिह्लिका कहते हें । 


7.4. अन्त में हम यह प्रमेय देंगे जिसके अनुसार वे दो दविघाती समघात 
जिनका क्रम और जिनकी चिक्लनिका एक ही होती है कुछ विशेष अर्थों में, तुल्य' 
होते हैं । 
प्रमेय 5---मभान लीजिए (5.5), “2(५,7) दो वास्तविक दुविघाती समघात 

हैं जिनका एक ही क्रम 7 और एक ही चिह्लिका 5 है । तो एक वास्तविक 

व्युत्कामणीय रूपांतरण #>-फरए ऐसा होता है जो 5, (5.5) को 42(५४,५४) में 
रूपांतरित बार देता है । 

जब &। (5.४) का समानयन उसके विहित समघात में किया जाता है तों 


० &#[+... क0 अल 9 + 2 2लं जज हे पट () 


हो जाता है जहाँ समस्त ०७ और 38 धनात्मक हैं, जहाँ ॥--४ ($+7) है, और जहाँ 
४ से & में रूपांतरण वास्तविक और ब्युत्कमणीय है । 
वास्तविक रूपांतरण 


57 न्मधक] १०१, न: ४: 5 " की ९ ०८॥, 
की श्र 2 4१/ै, +* + 6/०८४९४५/५7 
(।) को 
$+ - क्ष * न 9. +। * 9 की (2) 


में बदल देता है। 
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तो, एक वास्तविक व्युत्कमणीय रूपांतरण, मान लीजिए ९7६ ऐसा 
होगा जो 4 (5.४) को (2) में बदल देगा। 
इसी प्रकार, एक वास्तविक व्युत्कमणीय रूपांतरण मान लीजिए ४--८५६ ऐसा 
होगा जो &०(५,9) को (2) में बदल देगा। अथवा, विपरीत शब्दों में, (2), 
4&2(9,9) में एक रूपांतरण $-०८००7४४ दूवारा बदल जाता है। अतएब, 
35 पक? आप ५ 
&। (5.0) को 3.(9,४) में बदल देता है। 


प्रशनावली बारह 


3. दो समधात &(5५,४५) और (८(5.५४) में आ४**०५ जब 75"+,. . .,£, और 
8$--, . . .,) हो, लिद्ध क्रीजिए कि दोनों समधातों के » समीकरण के £ मूल एक 
के बराबर होंगे। 

2. दो समवात ४४2--20४ए--०५% और ०४४?--2॥5ए7+-9'9” का » सप्तीकरण 
लिखिए ओर प्रारंभिक रीति से सिद्ध कीजिए कि मूल तब वास्तविक होंगे जब 8 0 
आर 80--2> 0 
संकेत--मान लीजिए, 

१5०--2॥४५--०४2--०३ (४--०१५) (5--9५), 
852--2॥ 59-90 ५2-०३ (5--०2५ ) (5-29 ) . 
» में वास्तविक मूलों के लिए प्रतिबंध तब यों हो जाता है-- 
(४० +-०/०--2॥॥ ) 2--4 ( 89--॥7 ) (३७८--2 ) >» 0, 
जिसको इस प्रकार लिख सकते हें--- 
8282 (०१-००) ( 5--92 ) (०१-22 ) ( 8--०० ) शत 0. 
जब 8४0--72>0 है तो ०; और )। संयग्मी संमिश्र होंगे और परिणाम 
को ०।5-४--४७, 35-%१--9 लिखने के बाद प्राप्त किया जा सकता है। 
वास्तव में, * मूल वास्तविक होंगे अलावा इसके कि जब ०।,।, ००,32 वास्तविक 
हों और वे मूल जिनमें अनुबंध हो उन मूलों को अलग-अलग करते हों जिनमें 
अनुबंध 2 हो। 
3. सिद्ध कीजिए कि मेट्रिक्स & के समस्त अभिलक्षण मूल धनात्मक होंगे, जब 
6 (४,5 ) ++ 674+- 3 552+  55+ 34553. 
4. जब, 
8 (5,९ ) न्‍्८ 4 + 9७5+ 23+ 8:22४३+- 65%]+- 6552, 
हो, तो सिद्व कीजिए कि दो अभिलक्षण मूल धनात्मक होंगे और एक 
ऋणात्मक होगा । 
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है 55%299755;: >> न्‍न्‍्ईे 86/ 055; 
९ अर 88]. - * . 4.[९ ६ 7 6. _+८ । 8| | * * 5 ६९ । 
धुत॑ 5. + का अप 4....,8-.. + 2-..,8 
4५॥ मर ० है च हद (] क ० ८ 





अंतिम पंक्ति में से अन्य पंक्तियों के गुणजों को घटाने के पश्चात्‌, फिर 
जि: के लिए, अंतिम स्तंभ में से अन्य स्तंभों के गुणजों को घटाने के 
पश्चातू, सिद्ध कीजिए कि ४६ और ६६४ दोनों 5। .. ..४४ आदि चरों से 
स्वतंत्र होंगे जब |८८-० हो। यह भी सिद्ध कीजिए कि &#5८/]0 

6. प्रश्न 5 के संकेतन और 


42[( ल्‍+ 84 । 


१2॥ | ट | 





१48 ) ] ७ & टू 


होनें पर, ४ में प्रमेष 8 को लागू करने के बाद, सिद्ध कीजिए कि 
45३] दा । सत 2 202- 


दा /2. 
7. प्रश्न 6 के परिणाम से, और प्रश्न 5 के परिणाम ४&,5:0 से सिद्ध कीजिए 
कि यदि कोई भी 9), शून्य न हो तो 


ए 2 
है प्म ___ ५६ 
८चा 2--] 42 
उस परिस्थिति पर भी विचार कीजिए जब & का क्रम 7, 7 से कम हो और 
0,,. . .,0. यदि सभी शून्य से भिन्‍न हों। 








8... 45753 - 2535, +- 6552 को 3॥5/ 0 होने पर एक समघात <<95>,५ 
में रूपांतरित कीजिए और इस प्रकार (ग्यारहवें अध्याय $. 2 की रीति 
से) समघात का एक विहित समघात और चिह्निका ज्ञात कोजिए। 

9. प्रश्न 4 की सहायता से, सिद्ध कीजिए कि 

453-- 952-- 2४३3+- #/5३ +- 658354 +- 65772 
का क्रम3 और चिह्निका ! है । इस समघात के एक विहित समघात में 
दो स्वतंत्र समानयनों के लिए प्रमेय 50 की जाँच कीजिए। 


0. सिद्ध कीजिए कि एक द्विघाती समघात दो एकघाती खण्डों का गुणनफल होगा 
यदि और केवल यदि उसका क्रम 2 से अधिक न हो । 
संकेत--प्रमेय. 47 का उपयोग कीजिए। 
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. सिद्ध कीजिए कि एक हमिटीय समवात 8 (5, 5) को यदि अच्छे, ;>डिध् 
ल्यांतरणों की सहायता से नए चरों में रूपांतरित किया जाए तो उस के विवेचक 
में | 8 | »& | 8 | से गूणा हो जाता है। हमिटीय समघातों के लिए प्रमेय 43 
और 44 के अनुरूपों को प्राप्त कीजिए । 
2. यदि & एक हमिटीय मद्विक्स हो तो सिदूध कीजिए ,कि | ४-४ | 55० के 
समस्त मूल वास्तविक होंगे । 
संकेत--प्रमेय 45 से तुलना कीजिए और 
८(ऊग) चमक 
का उपयोग कीजिए | 
3. हमिटीय समघातों के लिए प्रमेय 445 और 47 के बनुरूपों को सिद्ध कीजिए । 
4. (5,5६5) 0८(5,5) हमिटीय समधात हैं जिनमें से ८ धनात्मक-निश्चित 
है। सिद्ध कीजिए कि एक व्युत्क्मणीय रूरपातरण ऐसा होता है जो दोनों 
समधघातों को 
0५ 3 +, कफ, उज्े।+...+ड,फ, 
के रूप में व्यक्त कर देता है जहाँ 3॥,. . .,»० जादि | ७-३८ | 550 
के मूल हँ और सब वास्तविक हें । 
5. बेश्लेंषिक गतिकी (707747705) में कुछ महत्व का एक उदाहरण [--- 
सिद्ध कीजिए कि एा+-7 चरों में एक दविधाती समधात, 
2 प>+थ्श ५ हा 58 (2३87-०३) 
को जब ६, ,..., ६ >फू+] 3०००७ ऑरझप के पदों में व्यक्त किया 
जाए जहाँ ६:-07/05. है तो एक भी पद ऐसा नहीं होगा जिसमें 
किसी ६ और किसी 5 का गुणनफल आ रहा हो ।! 
साधवन--सावधानी के साथ काम से परिणाम आसानी से सिद्ध हो सकता है। 
संकलन की परियाटी का उपयोग कीजिए : मान लीजिए, # और 8 का परिसर 
!,. - -» ए है यह भी मान लीजिए कि ए और ६ का परिसर 77-+- ।, . . .,+- है । 
तो 27 को इस प्रकार व्यकत किया जा सकता है--- 
24 तथा 58 ना 20पफियनी ० किए ४६५ 
जहाँ, अलग से भेद बताने के लिए जब भी अनुबंध, % से अधिक हैं, हमने » के 
स्थान पर 9 लिखा है। 
अव हमें ४ को ५-ऑ और नए चरों ६, के पदों में व्यक्त करना है जो यों 
दिया जा सकता है-- 
द&नन्वाक अपनी कपा अप (857,.. . »9) 
+देखिए, लैम्ब, हायर मेकेलिक्स, $77 : रोथियन फंक्शन । इस उदाहरण के लिए 
में थ्रो जे० हाडकिशन का आभारी हूं। 


०, 
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ए. कोटि के डिटमिनेंट 0८ | ३ | में ४७ के सहखण्ड को ह6#& से गुण 
कीजिए और जोडिए : तो 
८ फचतटीद5३-72५7 880१0 
अब, 25--5%.( 87873 28::४७ ) 30६ ५ ४५ 
स्न्ज्ज[ 57+ग्फए छ | नीठिए 5 ४७. 
20.5 (687 शीड7 2०४) (रत वा ।) य॑ व ४१2. 
ब्ग्प्टैक 2६६07 9 2४/ैकाि६-- 255६९ )-+$ (५,५) 
जहाँ $(9,9) केवल ५-ओं में एक दविघाती समघात को प्रकट करता है। 
लेकिन, चूंकि 9६7०६. हेम यह भी देखते हें कि ४5०४... इस प्रकार 
उपलिखित में 9 को गुणा करने वाला पद यों लिखा जा सकता है --- 
ड 05587 दा 4008 
और यह शून्य है, क्योंकि ४ और 5 दोनों ही मूक अनुबंध हें । अतएव, &!7!' 
इस रूप में लिखा जा सकता हैं-- 
2८८ ( 4580 ) 008 शव ण्क्पफ 
जहाँ 7 और 5 के मान से ए॥ तक और ४, ६ के मान श्ा+! से 7४+४ तक 
हे! 


७१छा0(०/63--2 


तेरहवाँ अ्रध्याय 3 
लांबिक रूपांतरण 


3, परिभाषा और प्रारंभिक गुणवर्म 
8.!, पिछले अध्याय में दी गई परिभाषा को हम फिर लाएंगे। 


परिभाषा 9--एक रूपांतरण ४८-०४ जो 55+. . -+»2 को ह१+ . . .+४: 
सम रुपांतरित करदे, लांबिक रूपांतरण कहलाता है । मेट्रक्स & को लांबिक सेट्विक्स 
कहते हैं । 
इस प्रकार के रूपांतरण का सबसे अधिक जाना-पहचाना उदाहरण वैश्लेषिक 
ज्यामिति में मिलता है । जब (5, 9, 2), समकोणीय अक्ष 05, 09, 02 
के निर्देश मेंएक बिन्दू ? के निर्देशांक हों और जब (>, ५४, 2), उन समकोणीय 
अक्ष 05, 0५, 02 के निर्देश में उसके निर्देशांक हों जिनकी पहले वाले जअक्षों के 
सापेक्ष दिककोज्याएँ. (],, ., 9)... (9, 72, 72), (,0$83), हैं 
तो निर्देशांकों के ये दोनों समुच्चय निम्नलिखित समीकरणों द्वारा संबद्ध होते 
है -- 
४-४ --,४--३2, 
५ न्नात 2 0--72 ४--7॥52, 
255720 +-72 ४ “732. 
भर, 
४८-५२ -- 72-- ४९०2-५2... 72 -.. ()४?2 
, 2, एक लांबिक रूपांतरण के मैंट्रिक्स का कोई विशेष गुणधर्म अवश्य होना 
चाहिए। यह आसानी से प्राप्त हो सकता है। 
यदि /४&5८5[०..] एक लांबिक मैद्रिक्स है, और $%5"“> हैतो #ू चरों 
के मानों के प्रत्येक समुच्चय के लिए, 


की ष्ण ५४ 
8 अत 
४ अज के पका थक (शार्फन, - - न॑कक) ) 


अतएुव 
8६.-- . . .+82५ उ्ू । (8554, . ४), 
द[१(६- *  : दर ध॥899| 7२ ($ नर ) 
ये वे संबंध हैं जो किसी लांबिक मैट्रिक्स की पहचान होते हें। ये मंट्रिक्स समीकरण 
(6 न्‍लों, (2) 
के तुल्य हैं। मैट्रिक्स गुणनफल 2.6 बनाकर यह बात देखी जा सकती है। 
70 
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4,3. जब (2) संतुष्ट होती &' (प्रमेव 25से) ४ का व्यूत्कम होता है जिस 
के फलस्वरूप 6 भी एकवत्‌ मेंट्रिक्स के बराबर हो जाता है और इस तथ्य से (/.७' 
को संपूर्ण रूप से लिखने के बाद) ये संबंध आ जाते हे-- 

88/+ . . . + 82, 55] (355!,.. . ४9), | हि 
काविध॒ गा - पीवक्रथैधनन 0. (35) ६४) 
जब 7+-3 हो और रूपांतरण अक्षों का वही परिवर्तन हों जिसका $ .3 में 
विवेचन हुआ है तो संबंध (3) और (3) निम्नलिखित सुपरिचित रूप में आ जाते 
हैं-- 
॥+-॥8+755-,  ॥7 --,70/ -|-3903 5-0, 
]--79+7]55, . 74/--70|772--70|॥2 50, 
इत्यादि-इत्यादि । 


8.4 अब हम चार ऐसे प्रमेयों का वर्णन करेंगे जिनमें किसी लांबिक 
मैट्रिक्स के महत्वपूर्ण गुणधर्मों का विवेचन होता है। 


प्रमेय 52--एक वर्म सेट्रिक्स 4 के लांबिक होने के लिए एक आवश्यक और पर्याप्त 
प्रतिबंध 5.6 तो, है । 
यह प्रमेय, $$. 2, .3 से आसानी से स्पष्ट हो जाता है। 
उपप्रमे य--प्रत्येक लांबिक रूपांतरण, व्युत्कमणीय होता है। 
प्रमंय 53--दो लांबिक रूपांतरणों का गुणनफल एक लांबिक रूपांतरण होता है । 
मान लीजिए हच-तै४, ४-8४ लांबिक रूपांतरण हैं । तो, 
6 जल, 58/ब्नों 
अतएव, (४8)(58)' 5 588. (दे० प्रमेय 23) 
च्च्खै व 
०-१ लीं, 
और इस प्रकार प्रमेंय सिद्ध हो जाता है । 
प्रमेय 54---एक लांबिक रूपांतरण का सापांकया तो +] या --3 होता है। 
यदि ७७ '-- है और | ० | मेंट्रिक्स & का डिटमिनेन्ट है तो, | & | * | & 
_5] होगा, लेकिन | ४ कि |, और अतएव | ७ [?5--१० 


री 
| 


प्रमेय 55--थदि 2», किसी लांबिक रूपांतरण का एक अभिलक्षण मल 


तो भी होगा । 


मान लीजिए, & एक लांबिक मेंद्रिस है: तो 2.8 -«7, और इसलिए 
६ ८४ ( 4 ) 


(2 


प्रमेध 36 के उपप्रमेय से, 8' के अभिलक्षण मूल & के अभिलक्षण मूलों के 
ब्युत्तम होते हैं। लेकिन &” का अभिलक्षण समीकरण एक ऐसा डिठमिनेन्ट होता 
है जिसमें यदि पंक्तियों और स्तंभों का विनिमय किया जाए तो वह & का अभि- 
लक्षण समीकरण हो जाता है। 


अतएवं & के  अभिलक्षण मूल, ४ के ॥ अभिलक्षण मूलों के व्युत्कम हुए । 
इस प्रकार प्रमेष सिद्ध हो गया । (इसकी एक दूसरी उपपत्ति इसी अध्याय के अंत 
में प्रश्न 6 में दी गई है।) 
2, एक लांबिक मेटिक्स का सानक रूप 

2.7. & के लांबिक मैद्रिक्स होने के लिए यह आवश्यक है कि $ 4.2 के 
समीकरण () संतुष्ट हों, | ऐसे समीकरण संख्या में--- 


ग्क दिन टी 772... की () 


होते हैं। & में 7? अवयव होते हैं । इस प्रकार यह आशा] करी जा सकती है 
कि & की परिभाषा के लिए आवश्यक स्वतंत्र अचरों की संख्या 
7३ _ 7(7-- ]) __ ॥(7--.) 
0 2 
होगी । 


यदि ॥ कोटि के व्यापक लांबिक मैट्रिक्स को किसी और तरह के मैट्रिक्स के 
पदों में व्यक्त करता हो तो एक ऐसे मेद्रिक्स की आवश्यकता होती है जिसमें 
370/(0--!) स्वतंत्न अवयव हों। ऐसा कोई मैट्रिक्स 9 कोटि का विषम-सममित मेट्रिक्स 
होगा; अर्थात्‌, 


[0४|, 00 पु जा पप 
उदाहरण के लिए, जब 75-53, हो तो 
५. कई... आओ 


॥॒ “8 “023 0 3) 
में 7+2553 स्वतंत्न अवयव होंगे, अर्थात्‌ वे जो अग्नग विकर्ण से ऊपर हैं, व्यापक 
स्थिति में ऐसे अवयवों की संख्या 
--2-+- . - - +(7-- ) >> ऊ/ँ(॥--) 
होगी । 
अचरों की गणना की रीति से परिणाम का संकेत हो जाता है । वह कदाचित्‌ 
ही कभी उन परिणामों को सिद्ध करता हो और ऊपर उसका जो मोटा रूप 
दिया गया है उससे तो कुछ भी सिद्ध नहीं होता । 
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प्रमेय. 56--यदि 3, 9 कोठि का कोई विषम-सममित सेट्रिक्स हो, और [--5 
व्यूत्कमणीय हो, तो 
05-98) _-8)-7 
श कोटि का एक लांबिक सेट्रिक्स होगा। 


चंकि $ विषम-सममित है, 
8-5, (६-8) -+8, (+8)'---$; 
और जब 3+-8 व्युत्कमणीय होगा तो उसका एक व्युत्कम (+5)7' होगा । अतएुव 
व्युत्कमणीय मेट्रिक्स 0 की परिभाषा 
७0-(6-959) (+-9$)7 
से दी जा सकती है । हम देखते हैं कि 


0 +>६0-+-8)7 9” 6--9)' (प्रमेय. 23) 
प्ू((--5)7 (--$) (प्रमेय. 27) 
और 00'-(-9) (+$)7 6--8)- 6+9). (5) 


अब 7-5 और 7-+&5 में क्रम विनिमय हो सकता है। और, परिकल्पना से, 
7--5 व्युत्कमणीय है । अतएव 
([--$) ([+$)77- (--8)/0-..$), 
और (5) से, 
00'--(--8)7 (0-8) 0--$)7 (6-8) --(--9)7 (+98)--!. 


अतएव 0 एक लांबिक मेंट्रिक्स होगा (दे० प्रमेय 52) । 


टिप्पणी---यदि $ के अवयव वास्तविक हैं तो 7--38 अव्यत्कमणीय नहीं हो सकता । 
यह तथ्य, जिसको एक प्रमेयिका (।07॥8 ) के रूप में 82, 2 में सिद्ध किया गया 
है, केली (८६४०४) को अच्छी तरह ज्ञात था जिसने प्रमेष 56 की खोज की थी । 


2.2. प्रमेयिका---यदि $ एक वास्तविक विषस-सममित मेंट्रिक्स है तो !--5 
व्युत्कतणीय होगा । 

उस डिटमिनेन्ट ४ पर विचार कीजिए जो $& को पूरा लिखकर और 
मुख्य विकर्ण के शूृत्यों के स्थान पर 5 लिखकर प्राप्त होता है; उदाहरण के लिए, 


कि सासकक-न्‍क+++- नव ७०४ छपत« जाओ 


70--8)0+8)--72--8--8--82-..2--82-..(--5)0--9) [8-5]. 
यदि 605५०४ और (0 व्यूत्कमणीय हो, तो &077!--७ ०१. 

क्योंकि ७9७0-७० ७0०४--.७ 
ओर इसलिए &(७7 -(७१५७०)७०१-७०7१५९०७०४ ७४८. 





 /4+ 


॥55 3 होने पर , 
न हु के 5७ नस 0 4 ० 
-3 ४ ० 9 9... 0५० 
“| ल्लआह: | 509 - 6 | | 











6का 5 के सापेक्ष (7 7०59०० 0 5) अवकल गुणांक (क्लिक्ाए॥। 
०००पिछंथा) ऐसे 7 डिटमिनेन्टों का योग होता है (पहला अध्याय, $7) जिनमें 
से प्रत्येक 7--। कोटि के एक विषम-सममित डिटमिनेन्ट के बराबर होता है जब 
5४-> 0 हो। इस प्रकार, यदि 7553 होने पर, 











00 +]| 4 0 0[(-+ # & 9० | नी | #* 8 ०? 
तर +5क 2% ० 0. ६. 0 | ८४ # ० 
-+9 +० ५ बलि; उन | 0 074 | 
च्य। | ८ | + अर 9: #. 4 | $ 
| कह, जो | 9 फू । "9. #£ 








और इनमें से बाद वाले, 2 कोटि के विषम-सममित डिटमिनेन्ट हो जाते हैं जब ४550 
हो । 

फिर अवकलित करने पर, व्यापक स्थिति में, हम देखते हैं कि 0:.5/0% ऐसे 
7(9--) डिटमिनेन्टों का योग है जिनमें से प्रत्येक 7-- 2 कोटि के एक विषम- 
स्रममित डिटमिनेन्ट के बराबर होता है जब 5”*० हो; इत्यादि, इत्यादि । 


फलस्वरूप, मेकलारिन-प्रमेय (१/७०७एा7॥ 5 +००7८४ ) से हम देखते हैं कि--- 
0 50०न३ नर टै+. » -+झ0 , (6) 


जहाँ ७७, ४ कोटि का एक विषम-सममित डिटमिनेन्ट है, 2, ॥--7 कोटि के 
विषम-सममित डिटमिनेन्टों का योग है, इत्यादि, इत्यादि। 


लेकिन विषम कोटि का कोई विषम-सममित डिटमिनेन्ट शून्य के बराबर और सम 
कोटि का ऐसा डिटमिनेन्ट एक पूर्णवर्ग (छा 3पएआ०) होता है (दे० प्रमेय 
9, 2), अतएव 


8 सम (हो तो) 2005 के 2 200:5४ (7) 
४ विषम (हो तो) 0७-5४? /+झ?९;+ . . -+>ए, 


जहाँ 9७५, ?,,. ..या तो वर्ग हैं या वर्गों के योग हैं, और इसलिए 
2९५, ?॥,. . -साधारणतया, धनात्मक होंगे और यद्यपि विशिष्ट स्थिति में वे शन्य 
हो सकते हैं, वे ऋणात्मक नहीं हो सकते । 
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55०7 रखने से प्रमेयिका भी स्पष्ट हो आती हूँ । 
2.3. प्रमेय 57--पअ्रत्येक वास्तविक लांबिक मसेट्रिक्स & को. 
30--8)0+9)77 
के रूप में व्यक्त किया जा सकता है जहाँ5 एक विषम-सममित मेद्िक्स है 
और 3 एक ऐसा मेट्रिक्स है जिसके विकर्ण में प्रत्येक स्थान में --। और अन्यत्र 
शुन्य है । 
इसकी उपपत्ति से पहले हम प्रमेयिका की स्थापना करेंगे जो सभी वर्ग मेटरिक्सों 
के लिए सत्य होती हैँ चाहे वे लांबिक हों चाहे न हों । 
प्रमेयिका-...एक वर्ग सेट्रिक्स & दिए रहने पर एक ऐसे समेटिक्स ), जिसकी प्रत्येक 
विकर्ण स्थिति में --] और अन्यत्र शून्य हो, का चुनना इस प्रकार संभव है कि 
--3 मेंट्रिक्स 3& का एक अभिलक्षण मूल न हो । 
3 से गुणन के फलस्वरूप मेट्रिक्स के अवयवों में पंक्तियों के हिसाब से केवल चिह्नों 
में ही परिक्‍तेन हो जाता है; उदाहरणार्थ, 


। | श _ 
| है « * (| 54|2. 9]3 हम 9(| 9|2 3|3 
। "' ३४ 982| 8222 323 |! | 782] 7922 77923 
। है; || 

आज 85] 8532 38353 , | “934 “932 77933 


इसको घ्यान में रखते हुए, हम देखते हैं कि या तो प्रमेयिका सत्य है या पंक्ति 
बिह्नों के प्रत्येक संभव संचय के लिए निम्नलिखित (8) सत्य होगा- 


-+-98॥[77 --2 * * ज-947 [नत्0 
-:92 “922 7 १ * * - 7929 । (8) 
-ै- था। --920 ; +धाता | | 


लेकिन यह दिखाया जा सकता है कि (8) असंभव हैं। मान लीजिए कि वह संभव 
है । तो, (8) में, (४) पहली पंक्ति में धन होने पर, (४) पहली पंक्ति में ऋण होने 
पर जो दो रूप आते हैं--उन्हें जोड़ने पर, पंक्ति-चिह्नों के प्रत्येक संभव संचय के लिए 


-:8227 7: ५ न ५ - बेटा का | 
यम! ह (9) 
- 74320 | न का 2 रच से | 


इसी प्रकार के तर्क से हम धीरे-धीरे डिट्मिनेन्ट की कोटि एक-एक करके कम 
कर सकते हैं जब तक --8७--!550 न हो जाए : लेकिन +०८्रत !5६0 और 
--9,.+-5-0 दोनों एक साथ ठीक और संभव नहीं हो सकते, अतएवं (६8) भी 
संभव नहीं हो सकता । 

3. 4. प्रमेघ 57 की उपपत्ति--मान लीजिए ४ वास्तविक अवयवों बाला 
कोई ल्रांबिक मैट्रिक्स है। यदि 8 का कोई अभिलक्षण मूल -१ हैं तो मान लीजिए 
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कि 3,05:5। एक ऐसा मैट्रिक्स है जिसके समस्त अभिलक्षण मूल -। से भिन्‍न हूं, जहां 
४, उसी प्रकार का है जिस प्रकार का प्रमेयिका में 3 है। 
अब 3; व्युत्कमणीय है और उसका व्युत्कम 3प्र' भी एक ऐसा मेंट्रिक्स है 
जिसके विकर्ण स्थानों में -- और अन्यत्र शून्य हैं जिससे 
&स्ज(7 3,4>-7,78|5-7.8,, 
जहाँ 35--3,7 उसी प्रकार का है जैसा प्रमेय. 57 में बताया यया है। इसके 
अतिरिक्त, &। लांबिक होगा क्‍योंकि & में ही कुछ विशेष पंक्तियों के चिह्नों के 
परिवर्तन के बाद वह आ जाता है, और हमने इस प्रकार उसे चना है कि मैट्रिक्स 8(-+-] 
व्युत्कमणीय हो । अतएवं इतना सिद्ध करना शेष रह जाता है कि जब 5 एक 
ऐसा वास्तविक लांविक मैट्रिक्स हो कि 4,+] व्युत्कतमणीय हो तो एक विषम सममित 
मैद्रिक्स $ इस प्रकार का हो सकता है कि 
6 न (--9) (+8)7१ 
इसके लिएमान लीजिए, ; 
85--0-5)) (+&॥77 (0) 
(0) के दाए पक्ष के मेट्रिस ऋमविनिमया। वाले हैं ओर बिना किसी दुविधा या 
संदेह के हम 
ठंड + ु [मै (7) 
2-26. [+०, 
लिख सकते हूँ । इसके अतिरिक्त, 640।77.6।। 757 चूँकि &। लांबिक है, इस 
प्रकार 8, और 86, दोनों ऋमविनिमय वाले हैं &,, 5, और 7 के साथ साधारण 
संख्याओं की तरह ही काम किया जा सकता है और &,86, #*#7 संबंध के उपयोग से हम 
देखते हें कि -- 


8-+ ४-5 7“! हा हम 
.+0, ]--4, 
28-- 26।.6| 


कि 3" “ही 
5372 


अतएवं, जब & की परिभाषा (30) से दी जाती है, हमारे पास 8----$' होगा; 
अर्थात्‌ $ एक विबप्र सममित मैद्रिक्स होगा । इसके अतिरिक्त, (0) से, 

5-96 , ---6| 
और चूंकि 7+$ व्युत्कमणीय] हे तथा 7--$, 7+5& कऋसमविनिमय वाले हैं हम 
देखते हैं कि 

“04 7-(४-5)(+5)7, (2) 

इसी अध्याय के प्रमेय 56 में पादटिप्पणी से तुलना कोजिए। 

६ 82.2 से तुलना कीजिए । 
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(2) के दाएँ तरफ के दोनों मैट्रिक्सों की कोटि* से कोई अंतर नहीं पड़ता ।; 
इस प्रकार प्रमेय सिद्ध हो च॒का है । 
2.4 जहाँ तक वास्तविक अवयवों वाले मैट्रिक्सों से संबंध है प्रमेष 55 और 57 के 
सम्मिलित अध्ययन से हम देखते हैं कि-- 
यदि 5 कोई वास्तविक विषम-सममित मेंट्रिक्स है तो 
#०0-8)+9)-/ 
एक वास्तविक सांबिक संट्रिक्स होगा, और प्रत्येक वास्तविक लांबिक मेट्िक्स 
को इसी तरह लिखा जा सकता है !' 


3.5. अमय 58--किसी वास्तविक लांबिक सेट्रिक्स के अभिलक्षण मलों का सापांक 
एक होता है । 
मान लीजिए [9,,] एक वास्तविक लांबिक मैट्रिक्स है | तो (दसवें अध्याय, 
67 से) यदि »,, मैट्रिक्स का कोई अभिलक्षण मूल है तो 
०-०, 5] न 6 आई, फ (ए-- 8 »7) ( 4 3) 
समीकरणों का ४।5८* * * 55. 5--0 के अलावा एक साधन ५।,* * *,5» होया ! 
यह आवश्यक नहीं है कि ये £ वास्तविक ही हों लेकिन चूँकि .७,, वास्तविक 
है, (3) के संयुग्सी संमिश्न से हम यह भी देखते हैं कि 
का कक ण 2 पे 6 * “28 ») 
8 के लांबिक संबंध () के उपयोग से हम देखते हूँ कि-- 
2 ॥्र हा ग्र हा 
८ #* #& जा की + #% 75 
पर्स ण्घ्सा 
लेकिन 5, * 5, में सभी शुन्य नहीं हैं, और इसलिए 2४.६ >> 0 होगा। 
झतएव, 02--] होगा जिससे प्रमेय सिद्ध हो जाता है । 


प्रदनावली तेरह 


. सिद्ध कीजिए कि मेंट्रिक्स 
दे 8 
| 3 आओ | 
आप 


लांबिक है। इसके अभिलक्षण मूल ज्ञात कीजिए और जाँचकर सिद्ध कीजिए (के 
प्रमेय 54, 55 और 58 इस मैट्रिक्स के लिए लागू होते हैं । 





*प्रसेय 56 की पाद टिप्पणी से तुलता कीजिए । 
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2. सिद्ध कीजिए कि मैदट्रिक्स 


“एज 
"|०० एजे०० एम 
०2 03|व ७३४७ 

| 
८स्फज आए (सी 


लांबिक है। 
3. सिद्घ कीजिए कि जब 


8-5 0 -० -४#] 
| 0 0. +-# | 
[ ०? 8 0 | 
हो तो (/-$) (8--$)- यों होगा--- 
[ --82--92-- ८2 2(०--७7०) 2(8०-- 9) है! 
| 4+-382-+-9“--८ ]-+-82-+-97:-+- ८८ ]+232<--92-- ७८ । 
। -“2०+००) --8“-- 0*-- ०: 2(8-090 |। 
| [कक किए. वर्नशेनीणकण वरकऑनीए+कए | 
4 2(80-9) -- 2(8-+-70) ]--82--92--०४ | 
(फ्श्फकशिफले. वशफििकिक वक्ख्यमश्पक | 


अतएव तीन चरों + का व्यापक लांबिक रूपांतरण ज्ञात कीजिए । 
4. ४ एक दिए हुए सममित मैट्रिक्स को प्रकट करता है; ४&5%, & का 
सहचारी द्विघाती समधात है; $ एक ऐसा विषम-सममित मैद्रिक्स है कि 
[+98 व्युत्कमणीय है। सिद्ध कीजिए, कि जब 
औऋ-- _ टी 
[580 ! 
हो तो, 5545-५४ ४२९. 
(कुछ कठित ) | सिद्ध कीजिए कि, जब 5 सममित, $ विषम-सममित, और 
8-(५-+-5)-/ (४--$) हो तो, 
६ (७--5)70-७+७, ?(७--8)89-५-४; 
3९80२--७, २ '8]२5-७, 
यह भी सिद्ध कीजिए कि जब #ज--२५ तो, 
0 0-४ वी, 
ब्म्ब, हायर संकेनिक्स, अध्याय ॥, प्रश्त 20 और 27 से तुलना कीजिए 
जहाँ रूपांतरण पर शुद्ध गतिकी (](7678008) की दृष्टि से विचार किया 
गया है । 
[इन परिणामों को टर्तबुल, ध्योरी आफ डिटमिनेन्ट्स, संट्रिसेज्ञ एण्ड 
इनवेरिएन्ट्स में सिद्ध किया गया है। 


प्जा 


धन 


प 


409. 
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, प्रमेय 55 को इस रीति से सिद्ध कीजिए । मान लीजिए & कोई लांबिक मेंट्रिक्स 


है । डिंटमिनेन्ट | 3) । को | 4 । से गृणा कीजिए और, परिणामी 
४3 ०४% ५ 
डिटमिनेन्ट में, 9. ८ हे रखिए । 
एक रूपांतरण »चए>5, #"एह जो 
हक पर 22, कक 
कर दे, ऐकिक रूपांतरण ( पाए वढह्ाएजफाईा0ा ) कहलाता 
है। सिद्ध कीजिए कि किसी ऐकिक रूपांतरण का लक्षण मेट्रिक्स समीकरण 
(एन है। 
सिद्ध कीजिए कि दो ऐकिक रूपांतरणों का गुणनफल स्वयं भी ऐकिक होता है । 


सिद्ध कीजिए कि किसी ऐकिक रूपान्त रणका मार्पांक /४, समीकरण ४-४ 
को संतृष्ट करता है । 


सिद्ध कीजिए कि किसी ऐकिक रूपान्तरण के प्रत्येक अभिलक्षण मूल का रूप 
०> होता है, जहाँ ० वास्तविक है। 


ना  नजनजता+ाक फाडीिन कललिकम नल 


अध्याय 44 
निशचर व सहचर (हाएश्यांशा5ड शातें (0फश्ांब्नन्लॉंड) 


3. परिचय 

.4. एक छोटी-सी पुस्तक के केवल एक अध्याय में निश्चरों और सहचरों का 
विस्तृत अध्ययन संभव नहीं है। इस प्रकार के अध्ययन के लिए एक पूरे ग्रंथ की 
आवश्यकता होगी और ऐसी पुस्तकें मिल जाती हैं जिनमें केवल इनकी ही चर्चा हो । 
हमारा प्रयत्न यहाँ केवल इतना ही होगा कि इनके विचारों से अवगत हो लें और उनका 
इतना विस्तार कर लें कि पाठक उनको बीजगणित या वेश्लेषिक ज्यामिति में किसी भी 
काम में ला सकें । 

8.2. कुछ विशय निश्चरों को हम अध्ययन के दौरान देख चुके हैं । प्रमेय 39 में 
हमने यह सिद्ध किया था कि जब किसी दुविधाती समघात के चरों को फिसी एकघाती 
रूपांतरण द्वारा बदला जाता है तो समघात के विवेचक में, रूपांतरण के मापांक के 
बर्ग से गुणा हो जाता है। एकघाती रूपांतरण के फलस्वरूप, मापांक के किसी घात द्वारा 
गुणा हो जाना---निश्चर' की पहचान है । यह आवश्यक नहीं है कि वह घात वर्ग ही हो । 
सच पूछो तो, इस शब्द से उस वस्तु का अर्थ निकलना चाहिए जो कभी बदलती ही नहीं ; 
लेकिन वास्तव में, इसका प्रयोग उन अर्थों में किया जाने लगा है जब कि चरों के एकघाती 
रूपांतरण के पश्चात्‌ परिवर्तन केवल इतना होता है, रूपांतरण के मापांक के एक घात से 
गुणा हो जाता है। चरों के किसी एकघाती रूपांतरण के बाद भी जिसमें कुछ भी परिवर्तन 
नहीं होता उसे 'निरपेक्ष निश्चर' (&0980[06 ॥7एथ727/) कहते हैं । 

.3. बीजीय समघात (298क/शां८ 0) की परिभाषा--निश्चर' 
की सूक्ष्म परिभाषा देने से पहले यह श्रावश्यक है कि कुछ ऐसे तकनीकी शब्दों की व्याख्या 
दे दी जाए जो बीच-बीच में उपयोग में आ जाते हैं। 
परिभाषा 0-.पदों का एक योग, 

|! 0. »५ (१ 
हआाइ हक आह ५... हट 
जिसमें प्रत्येक पद 5, ५, . . ./ झादि 7 चरों में ॥ घात का है, जहाँ समस्त 2 
स्वेच्छ अचर हें और योग को ०, 3, . . .,) के मानों के समस्त छेलसे पर्णाक्क या 
शन्‍्य के समुच्चयों लिए लिया गया है जो प्रतिबंध 

0<06<&४£,..., 02 <€ ४, ७-३--. - -+» 5८, (2) 
को संतुष्ट करते हों, 
४, ५. . / चरों में £ घात का एक बोजीय समघात कहलाता है। 


उदाहरण के लिए, 9४2--275५9--४5ए%, 5५ और 9 में 2 घात का एक बीजीणश 
!80 


४ 80,2,  *: *,) 


8| 


समघात है, तथा 

पा | 

हे 4 9: । शन्क ॥ आओ 

प््स्न0 प् प्र! (7-7) ! ५; ( ३ 
४ और ५में ४ घात का एक बीजीय समघात है । 

(१) में दिए गए बहुपद (प्राणंधगरणणां॥) गुणांक ६!|०! . ..)! और (3) में 
दिए गए दूविपद (97णणांश) गुणांक ॥!/7!07--7)! का होना आवश्यक नहीं है 
लेकित उनके फलस्वरूप समघातों के सिद्धान्त के अध्ययन में सुविधा हो जाती है। 

3.4. संकेतन--- ४7(०७, 5), तथा इसी प्रकार के अन्य संकेतन जैसे $ (9, 5) 
का उपयोग हम एक बीजीय समधात को प्रकट करने के लिए करेंगे; संकेतवन 9 (७, 5) 
में अकेला 8, (7) और (3) के विभिन्‍न अचरों का प्रतीक तथा अकेला 5 विभिन्‍न 


चरों का प्रतीक है। यदि घात £ और चरों की संख्या 9 की पहचान भी देनी हो तो हम 
ए (9.5) का उपयोग करेंगे । 


समयात (3) को प्रकट करने का एक दूसरा संकेतन 


(40, 8 ):. 7६ ल्‍90)(70,५), ( 4) 
और समवात (१) को प्रकट करने का एक अन्य संकेतन 
(30, «०१ ) (5, के ०) या (80, क्या ) (5| हा 2 
भी है जिनका कभी-कभी उपयोग होता है। इस संकेतन में घातांक (70७) से समघात 
के घात का मतलब निकलता है और चरों की संख्या या तो स्पष्ट रूप से दिखला दी जाती है 
जैसे (4) में है, और या संदर्भ से जानी जाती है । 
४ पंक्तियों के एकस्तंभीय मैट्रिक्सों को प्रकट ह़रने के लिए अक्षरों का प्रयोग 
रेन्डन (08७7007) टाइप में किया जाएगा जैसे, झ्या हे, जहाँ झ या | की 
पंक्तियों के अवयव, विचाराधीन बीजीय समघात के विभिन्न चर हूँ । 
5, ७ »॥ चरों से 5,, . . ., 5७ चरों में मानक एकघाती रूपांतरण अर्थात्‌ 
अप सतत >७। ००८: उमा (ः उूव, १0); (5) 
को प्रकट करने के लिए, 

# ++ 2, (6) 
का उपयोग होगा जहाँ !( वास्तव में (5) के गुणांकों ॥.६ के मेट्रिक्स को प्रकट करता 
है । पिछले अध्यायों की तरह, | )/ | उस डिटमिनेन्ट को प्रकट करता है जिसके अवयव 
वही हैं जो मेट्रिक्स /श के अवयव हूँ । 


किसी समधात 
#(8, 5) (80५ # ० $ १९] 7९ * ०) है ्‌ 7) 
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में (5) के प्रतिस्थापनों ($४०5ध०४०075) से हमें 5, ....६, में ४ बात क 
एक समचघात प्राप्त होता है : इस समघात को हम ह 
50 990 77 मम 6 मील को (8) 
प्रकट करेंगे । 
(8) के अचर & , (7) के अचर 9 और गुणांकों ).६ पर आश्रित हैं। 
ध्युत्पत्ति की रीति के अनुसार, & चरों के समस्त मानों के लिए, 
(७(&, ४) 5 | +£(8, 5) 
उदाहरण के लिए, मान लीजिए 
छ(8, 2)5२8।04- 282४52-+- 92252, 
४ सतत] 42202, 22779 | -ै 2222; 
हो तो, 
(9, 3) ज5 (5(&, |>)--68॥2क्‍+ 26॥2<।72--0 225, 
जहाँ 6॥] कर 877 न 28027- 8224, 
32 री &व27792 (422-722) 7 8222|22/ 
33256 32 -; 202222 4 92242. 
बाद में, हम ४ के लिए वास्तविक व्यंजकों को 9 के पदों में व्यक्त करना 
चाहेंगे : इस समय हमारे लिए इतना ही याद रखना काफी होगा कि यदि आवश्यक हो तो 
ऐसा किया जा सकता है और यह कि & वास्तव में & में एकघाती होते हैं । 


3, 5.  निवचर की परिभाषा 


परिभाषा ]--बीजीय समघात &(७, ») के गुणांक » के किसी फलन को समघात 
का एक निशचर कहा जाता है यदि, (6) के मेंट्रिक्स )/ के कुछ भो होने पर, 
समघात 0(6, ४) के गुणांक ४ का वही फलन (गुणांक 8 के) मल फलन 
तथा डिटमिनेन्ट | ४ | के किसी घात के गुणा के बराबर हो | यहाँ विचाराधीन 
| | काघात १४ से स्वतंत्र है । 
उदाहरण के लिए $. 4 में, 
244202277242₹ऋ| ४ “(9। 822--2/2), 

इस परिणाम को परिश्रम क के हिसाबी मेहनत से या प्रमेय 39 की सहायता से प्राप्त 


किया जा सकता है। अतएव, परिभाषा 7 के शब्दों के अनुसार, 8।92--242, बीजीय 
समघात 3/|25[-+- 28।2752--22253 का एक निश्चर है। 


एक बात और यह है कि केवल एक समघात #(७, 5) और इसके रूपांतर 
(7शर्शणा)) 0(56, #) पर विचार करने के बदले, अनेकों समघात 
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छ,( 9.5 ) , « ०, ४) और उनके रूपांतर 5(6, »),. . ., 5:(७&,») पर विचार 
किया जा सकता है : जैसा पहले किया गया है, 77(3, 5) में के लिए > के पदों में 
प्रतिस्थापन के बाद जो परिणाम आता है उसे हम 5, (०, ») लिखेंगे जब कि प्रतिस्थापन 
इन है। 
परिभाषा । 2---कुछ बीजीय समधात ४ (3,5) के गुणांकों 8 के किसी फलन को समधातों 
का एक निदचर (कभी-कभी भी एक संयुक्त-नि३ुचर ) कहा जाता है यदि, रूपांतरण 
हु -+ शरई के मटिक्स शी के कुछ भी होने पर, परिणामी समघातों 5.(8, 5) के 
गुणांकों & का वही फलन (गुणांकों & के) मूल फलन तथा डिट्मिनेन्ट | 
के किसी विशेष घात के गणा के बराबर हो। 
उदाहरण के लिए, यदि 


9,(9, 5) न्‍5 85--9,9, £2(9, ४) 55 825--729, / 
हों और रूपांतरण हु -- शै हो जो पूरे रूप में यों है--- 

५ जन 0॥&%--0४7, ४८-००४--२०2 ४, (0) 
जिनके फलस्वरूप, 


&((9,5) 55 0((6,2 0) 5 (0० --0०2)*& -+-(282- 0722) ४, 

,(3,5) 5 02(4.,8) -+ (320 - 0202) --(320-- 0202) ४ , 
हम देखते हें कि, 

कै 5| ड् | १०णनै०्ट अआगिन॑) 52 | 

(2 392 | 320[-709202.. 829 -+ 2222 ! 


8 9. |>| ० ०; 3| 
82 02 ! ०2 32 








(१) 
अतएवं, परिभाषा 2 से, 9/02--9209। दो मसमधात आफ-+-09, 225-+४93ए 
का एक संयुक्त-निश्चर है। 


दो रूपांतरणों का गुणनफल' बनाने के नियम का यह एक उदाहरण है : यदि हम 
(9) को 7, और #, चरों से £ और ५ चरों में रूपान्तरण मानें, और (9) को 
5४ और 9 से ४ और ५ में रूपांतरग मानें तो (), दसवें अध्याय के 83.3 में 
सिद्ध किए हुए परिणाम का केवल एक कथन ही होगा । 


3. 6. सहवर--निश्चर तो केवल गुणांकों का ही कोई फलन होता है । कुछ ऐसे 
फलत भी होते है जो गुांकों पर तो आश्रित होते ही हैं, साथ ही एक समबात 7(७,5), 
या अनेकों समधघात 7, (2. ५), के चरों पर भी अश्वित होते हैं और जो प्रतिस्थापन 
ऋ-5 शहर दवारा चरों में परिवर्तत के बाद भी, | !श | के किसी घात से गुणन' के 
अलावा, निश्चरों की तरह ही अपरिवर्तित रहते हें। ऐसे फलन सहचर ((!0५था7&75) 
कहलाते हैं । 
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उदाहरण के लिए, मात लीजिए ० और ९, # और 5 घरों में समधात हैँ । इनमें, 
हनन अ+साश,. ४च2४+72४, 
प्रतिस्थापन कीजिए जिससे ए, ५ दोनों >& गौर ४ के पदों में व्यक्त हो जाएँ । 
तो अवकल गणित के नियमों से, 


90 39 89 97 2 9४९ 32४ 
3 आल आए! 
8 भू 29 89 32४ 2४ 3 क्ञ 


65% 7728 7? 2० 5; -+77 चू,, 


डिटमिनेन्टों के गुणन के नियमों से यह स्पष्ट हो जाता है कि 





850 8७ | _ |... 42 ठफए. 39 
8४ 2०५ ! 704... ॥2 97 9० 
। (2) 
8" 0४ 9४ 
9४2 2०2५ | 9०5 एफ 








(42) के महत्व का आभास उसको पूरा-पुरा लिखने पर होता है। मान लीजिए, 
पन्‍तकी॑नएशआरी प४+- - -+ 
एलन ननाओिरी 9-+- . . - +9५, (3) 
और, 5, ५ के पदों में व्यक्त करने पर, 
एज १7--733077 ४-- . . . ++फर४ 
नीता छफएए-- . . .+8, 7, 
तो (2) का नया रूप इस तरह का हो जाता है-- 
28 5 7 0८ लो आल कक, 
8४77 न-« « « +- छ,॥ पतन छ,ऊऋण-! न +8, शश | 


| 2 । के 807 +-- - - +०»,..ै/ ही -- , . -+री | | 
0 2 |. | 0 +--- +98,._ए फछान्‍्ट+. . + एक | 


अनफननमक 
जिनजस 





(28 अं ] 55:43 +29,._ पर | 420 आए [ हक हा 8,9५7 7 | ( ] 4) 
० शआ जे ज ० मी हक रा रि +9, 97 ॥। । ) 


जो छ, ५ समघातों के ०७ ४ अचरों पर और 5, ५ चरों पर आश्रित है । 
खंड .73,--270 को यदि छोड़ दिया जाए तो बहू %, अचरों के 85.., 5, 
अचरों द्वारा और 5, ५ चरों के >, ४ चरों द्वारा बदले जाने के बाद भी अपरितित 
रहता है। इसीलिए हम यह कहते हैं कि (4), स्मघात ७, ५ का एक सहृव॒र हे । 
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3,7. परिभावाओं पर दिपर्प्ण:---जब एक विश्चर की परिभाषा इस प्रकार 
जॉली है कि--- 
किसी समवात #(9,») के गुगांकों ४ दग एक फलन, जो रूपांतर 0 (&,% ) 
गुगांक्ों & के उसी फलन तथा एक ऐसे खंडके गुणवफल के बराबर है जो केवल 
झ्पांतरण के अक्षरों पर आश्वित दोतः हूँ ।' 
यह लिद्ध किया जा सकता है कि वित्ाराधीन दंड को धवहय ही हुदंतरण के 
मापांक का कोई घाद होना चाहिए । 


अफम्का 


फिलहाल वियय के प्रारंभिक विचार-पिमर्प में हयने खंड के लिए इस संजावना को 
छोड़ दिया है कि बह [४ के किसी बात के ञ 

यह ध्यान देने योग्य है कि खंड की प्रकृति के बाद 
बहू मापांक का कोई घात होगा, हम परिभाष 


ब्लड 
 < 
2: 
रस्म न 
48 
ध। 
हक है 
“भर 


2. लिएचर और सहचरों के उदाहरण 


2.4. जेको वियन--मान जीजिए ४,५, . . .,४७ आदि, ::,५, . . -.2 आदि घ चरों में 
समवात हैं । तो डिटमिनेन्ट 


है 
हि है. । हा शा ० शा 


अकका८-४ पक >क८कन “ पेतस+तपलयपपलका ५० 


900 05 «5 ४ 3० 
को उन ४ समघातों का जेकोबियन कहते हैं, जहाँ छ, ७,, -.. भादि 
8०/४25, 2०/939, . . . को प्रकठ करते हें। इसको प्राय: इस प्रकार लिखते हूँ :--- 
(छ, ५, - - -,श) 
(20 औ, 
| यह भी देखा जा सदाता है कि यह छ, 9, . - .#&, समत्रातों 
का ही एकड़ सहवर है, और यदि इ-"- ४४ हो तो, 
- [४] न ४; «न ४) 
[30 0, ५५ हट) 
2.2. हेसियव-- ०, मान लीजिए 5, ५, ....2 चरों में एक समघात हैं और 


08७: ग+ ४5७ आदि 30/68/8608 की पके काते: 5 
तो डिटमिनेन्ट-- 


कं अर 
हैडलफी 
सामान 


ली पे शह छः #-4./ 
छे, फंड 59 + पआट (2 ) 
पे. फडए घर 


४6(४७४०१०६४८./6३--.3 
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को छ का हें सियन वाहते हैं और यह ७ का एक सहचर होता है; वास्तव में, यदि हम (2) 
का प्रतीक घ (७:5) रखें, तो हम यह सिद्ध कर सकते हें कि 
घछ(र) न] ४१ प्र ( ०३) (3) 
क्योंकि, ७.., ०७, - - - समघातों के जेकोबियन को ध्यान में रखकर, और उनको 
.. के प्रकट कर हम यह देखते हैं कि $2. से, 
98(9७॥, ००, . . : ) आग 8 (७३, ४०, - - ). (4) 
20 6 आल की 20 लत, 


हैओ ह। कु ् है. 9 5 








लेकिन, 
9893__ _92 92०८, 
2&ऋ 95 9१95 
अप यदि, हस्-+ 2327: 65 3. 
५ स्टग-+70/ ४ + ० ० ०३ 
तो 0 ..] 2 या -2- + - .  । 
ऊ 56 है. 8 4 ठे । 
कल ह ॥ (5) 
5 
8 7 कक | 
80 0+ 09 है 
अतएन, ,.. 090८ ४० - पट | 
ह छड्ऋ्‌ ५ न * छ्ज्र 
। 
१, १24 0 न ल्‍ फछ़र | 
थ |! | १0॥ मु सं की ! १४७४ ही 
0 गद क जे यहा का डी आहट 9 ५ 
् | 
| पृ ॥४8॥।| । 40! । 
४। हो जा हल. की शा अं , आज नी . ही - 8 


जैसा कि इस दो डिटमिवेन्टों को पंक्तियों से गुणा करके और (5) को लागू करके 
देखा जा सकता है । दूसरे शब्दों में, 
जा 8 [०, ४५, ० *- 
मे ( छ, ) ्् । रे | वा जल रे 
जिससे, (4) के उपयोग के पश्चात्‌ 
पघ(5; 52)- [५४ मत :). 

2. 3, एकधाती समधातों का विलोपचफल . (८ंणाएंग्रथ्पा )--$ 2.]. के 
स््मघात ७, ५,.. -,ए जब चरों में एकघाती होते हैं तो हम इस परिणाम पर 
पहुँचते हें कि 

का उतनी 5 पैम है, (नत,:- -+0 ) 


वकालत तितककिनीगि न ते: 
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एकघाती समघातों का डिटर्सिनेंट | ७8 | एक निशुचर होता है । इसको कभी- 
कभी समधातों का विलोपनफल कहते हैं। प्रमेय ॥7 के अनुसार, विलोपनफल का शून्य 
ही! जाना एक ऐसा आवश्यक और पर्याप्त प्रतिबंध है कि 

कप #स| च न ०० न्गीः 8... 6 न 0 [ एज- 4,5 ०-५४ ) 


समीकरणों का 55८5. - - 55५७-८० के अलावा भी कोई साधन हो सके । 


2.4. दुविघाती समघातों के विवेचक-- 82.2 का समघात छ जब एक 
द्विधाती समधात हो तो उसका हेसियन चरों से स्वतंत्र और अतएवं एक निश्चर होता 
है। जब ७८-2०.५ 5५ 5५ (2५779... ) , (6) 
हो तो हम देखते हे कि, 


2 
रो छा 85 ऊ. 95855 285५ 


फलस्वरूप ( 6) का हेसियन, 2 का एक घात होने के अलावा, डिटमिनेन्ट |98,5 | 
भी अर्थात्‌ दविधाती समवात का विवेचक है । प्रमेथ 39 की यह एक दूसरी उपपत्ति है 


3. 5. किसी दुद्िचर तल्रिघाती (छाण्वएए 2८८) के निश्चर जौर सहच र --- 
दो चरों में किसी समयात को प्राय: दविचर समघात कहते हे : इस प्रकार एक व्यापक 
दुविचर त्िधाती यो होगा-- 


80% न 39[329-- 38259 7 -- 839". (7) 


हम एक सहचर से एक दूसरा सहचर और एक निश्चर निगमन की विधि से प्राप्त 
कर सकते हैं। (7) का हेसियन एक सहचर होता है (दे० $ 2.2); संख्यात्मक 
खंडों को छोड़कर यह निम्नलिखित है--- 


| 2 न 289 8।%-- 82५ | 
कजन-मेठआ काडनीव339 | 


अर्थात्‌ (2082- श)४ +(9083-78892)59 +-(8483-7 2297. ह (8) 


(8) का विवेचक (8) का एक निश्चर हैं। हम यह भी आशा कर सकते हे 
कि बहु (7) का भी एक निश्चर होगात । ($3.6 में हम इस आशय का एक व्यापक 
प्रमेय भी देंगे ।) विवेचक यह है--- 

| 8022- ४. 2(8083-9]92) 
| (2083 3 892) 5५ 522] न 82 ([ हट ) 


हु + पाठक के विचारों में तब स्पष्टता आ जाएगी यदि वह (7) का एक निद्चर 
है ।' (8) का एक निश्चर है ।' आदि वाक्यांशों का समुक्ष्म और सही अर्थ लिखें 


| 
| 
! 
| 
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इसके अतिरिक्त (7) ओर (8) का जैकोबियन, जिसके वियष में हम यह आशा 
कर सकते हें कि वह स्वयं (7) का एक सहचर होगा,। संख्यात्मक खंडों को छोड़कर इस 
प्रकार लिखा जा सकता 
8605%2-+- 28%५9-- 929 8[52-- 28259-- 849४ | 
2(8082-3)5--(90983--992)9 (9083--992)25 -+- 2(893--92)9 | 
अर्थात ($33-- 330 3[32 +- 300) +- 3[9,3]53-- 23092 --9(92 )४“९ 
न॑- (| 2983--90 8293 -7 382)592-- (39 8283 --8083--282)% (0१ 
बाद में यह स्पष्ट किया जाएगा कि (7), (8), (9), और (0) में एक 
बीजीय संबंध होता है। तब तक हम, (8) ओर (0) सहचरों के गुणांकों से संबदध 
एक ऐसे रोचक तथ्य पर ध्यान देंगे जो उच्च सिद्धांत में क.फी महत्व का हो जाता है। 
यदि हम एक द्विवाती सहचर के लिए ०४२--०5४+३०५०, 
एक ब्विघाती सहचर के लिए ०/५१--०5६०४--३००४५४१--३३०४५३, 
और इसी प्रकार अधिक घात के सहचरों के लिए भी व्यञ्जक लिखें तो हम (0) 
को ध्यान में रखते हुए यह देख सकते है कि गुणांक ०,, संख्याओं का बिना किसी क्रम के 


एक समुच्चय न होकर, वास्तव में, निम्नलिखित सूत्र के दवारा ०0 के पदों में दिया छा 
सकता है--- 


&...] 77 


# तय 


श्धर गा (०-77)% 52  ***-+ ०६ न | 0५, () 


जहाँ 9 समघात ए का घात है । इस प्रकार, यदि हम त्रिघात (7) से शुरू 
करें जितके लिए 95३ है, ओर किर सहचर (8) पर विचार कर, जिसके फल- 
सख्वस्ह्पं ७0 कल 8/082--2(, तो हम देखते हँ कि 


32 पट 0-28 न --8 कब +२8083-9]42750] 
0 


जा 92९ 2 98० 


और 2 नौ 2 33 "98५ 3 


2 ( 893--92 ) च्ल्७2 





और इस प्रकार सारे का सारा सहचर (8), अवकलनों के द्वारा अपने अग्रय 
पद (9082-23)5: द्वारा प्राप्त किया जा सकता है ।' 
अम्यास---सिद्ध कीजिए कि यदि (0) को 
००४४-+०५४४--$००१४५२-- ह.03 ४, 
|$83.6, 3.7 से तुलना कीजिए । 
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लिखा जाए तो, 


७7+३ २ 30 कप रह टन न93 । (7550 £, 2) 
2.6. संयुक्त निशचचर बनने की एक विधि-- 
मान लीजिए, घन्‍-7 (2.5) 5२ (90, * ० "३ ) (5, - ० ६), (2) 
और मान लीजिए कि #-श्रों का कोई विशेष बहुपद फलन जैसे 
र्फ 50,* * * दिया )) 
ऐसा है जो #(७,४) का एक निश्वर है। दूसरे शब्दों में, (2) में &--)५४ के प्रतिस्थापन 
से समघात 
प्र-्+0(6, &<)5-(४., - या) (%], - ४7 दि ( 3) 
प्राप्त हो जाता है और हम यह मान लेते हें कि (72) का 2 और (3) का & इस 
संबंध को संतुष्ट करते हँ--- 
$ (230. - -, 0) तन थी के (90, . - - -+४7), (4) 
जहाँ $ कोई नियत अचर है जो मेट्रिक्स ५ से स्वतंत्र है । 
अब (2) को 5।, . ., 5४ आदि 7 चरों में ॥ घात के किसी समघात की तरह 
समझा जा सकता है और (4) को इस प्रकार के किसी समघात के गुणांकों के बारे में 
एक कथन माना जा सकता है । इस प्रकार, यदि 
पत्त्की(७,5)5(७/५, . - - ०) (50, 9) को हर दवारा 


ए-50(७0,४)-(१८ ४, . . . . « « हल ही के 5 न, लेडी 
में रूपान्तरित किया जाए तो गुणांक ४, ४” इस संबंध को संतुष्ट करेंगे--- 
$ (00 ,. - - 370) 77 | 'श $%(2 0, . - - -+१ 7४9) (5) 


इसी प्रकार, जब 2? एक स्वेच्छु अचर हो, तो प+»४०, 5॥,. . . -5७ चरों में 

६ घात का एक समघात होगा । इसको यों लिख सकते ह--- 
(20--2.9/0, | - - -धया 72४) (, - | + उर्फ 

और, ऋ--५४ रूपान्तरण के बाद, इसका रूप यों हो जाता है--- 

60५७७) एि।;:5>२ ३2 05 जि) 5 (7०४) 
अर्थात 

(७५,+24/ ५, - . .. हैफा।2प्लफ) (40, - ४) 
जिस तरह (5) को, (4) के संकेतन का ही केवल परिवर्तित रूप कह 

सकते हैं उसी तरह समघात ७--)४ के निश्चर $ पर विचार कर हम देखते हैं कि 
$(१५--2५ 0, | - ->ैजा--)०0). शा $ [(9॥+).8/0,- - -उस्णरै४फ)।. जो 
(१4) के संकेतन का ही परिवर्तित रूप है । (6) 
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(6) का प्रत्येक पक्ष » में एक ऐसा बहुपद हैं जिसके गुणांक ४, 8, और 
७ के फलन हैं; इसके अतिरिक्त (6), » के समस्त ,मानों के लिए सत्य है और 
इसलिए (6) के प्रत्येक पक्ष में »0, 9, 2, . . . के गृणांक बराबर होंगे, अतएव 
$ (80-78, * *+ध्जाग रै४ के 
के प्रसार में % के प्रत्येक घात का गुणांक, ७ और ४ का एक संयुक्त निश्चर होगा; क्‍योंकि 
यदि यह गुणांक 
क३ (280, ' "कया, 80" ** 5 प्रा 
है तो (6) से 
$का[290,* * */ीप,2 0, * * *,577 ) री ९ (20, ४ 67 |) 4)) 
अवकलन गणित के नियमों से » के घातों के गुणांकों को सरलता से प्राप्त किया 
जा सकता है। यदि हम इस प्रकार लिखें--- 
805590-+-2.3870, * * *, 075 क््न॑ +ै१ +0 





6 | / 
तो, को कु (80--2.3 607 7 धातु गे हो) 
32% ५४9 8 % ५0०७ 
38 ०.7  + 55. ऊ. 
कल 272 कल न न 2 3, न 
घस््म्छ 6 399 न न 8 ् 9, ( 8) 


जब 25० हो तो (8) का मान यों दिया जा सकता हैं --- 


2 / _0 [9 
(5 0.3 9 हब बर। 55) ९ ( 406, ' * *,5 | ) ( (४ 

अतएव, मंक्‍्लोरिन प्रमेय से, 

की ([ 90-30, * * *,वक् पे रपये का ) 


, _9 9 क्‍ 
नल (90' ह मय | (2 0 8०7 3ज कप) $ (28५, से | 
3 क्‍ 0 । 0 4 
+ [३ 8, “72 णुआ ) (का पध्य) नी 


इस प्रसार में सीमित पद ही होंगे क्योंकि ढ़ (9/-+-2७/५, * * "००-५४ ) 
» में एक बहुपद है। अतएवं, (7) को ध्यान में रखते हुए हम देखते हैं कि--- 


मे , 9४: 
(९५ 2« न ना दर जो हे (2७ * ",) 


[2 थे 
« कव (०० हदुत 7 लय) #(077 पका) (20) 
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चर 


प्रशसनावल! च। पैदन्न तल (3 ) 
प्रशण -4 सीध बीजगणित से ही, और किसी व्यायक प्रभय की सहायता % 
'बना ही हल किए जा सकते हूँ । इन प्रश्नों सें रूर्पातरण 
हऋलत3। 0 न 0| ४, 9४-८० ४--7७० ४, 





लिया बया है और इसलिए [| 79/2--+ ४० के बराबर होगा; समघात 
कऋजाए॥,. आ2-+-205प+णर क्रश: 38४, 822--28४-८५४: मे 
रूपतरित हो जाएंगे; अन्‍य समघातों के लिए भी यही वात लागू होगी । 


3. सिद्ध कीजिए कि 30/--४5, दो समधात 85-99, ४४--०'ए का एक निश्चर 

(संयूकत निश्चर) है । 
उत्तर--88'--& 8-४ ( &0/“--2 ) . 

2. सिद्ध कीजिए कि 8097-202०/-+-०७४”? दो समधात &7+-2055४<-०५४० 

3ड-+-99/ का एक निश्चर है । 
उत्तर--.882--2 868'8'--९५/१--|५  209/--29209--०७). 

७५. सिद्ध कीजिए कि 80 --७/9--20/' दो दुविधाती समघात ४४?+-25५४+-०४“, 
«हू 2--2॥ 5५-०७ ५2 का एक निश्चर है । 
उत्तर---6 8 + 8 8-2परप्त---]५|२ (0७/--०४०--2॥४7. 

4. सिद्ध कीजिए कि 7(&४४+-०५)-०(०5४--००) दो समघात ४४?--2095४-- 
5922 5--०9'५ए का एक सहचर है । 

उत्तर---8(5&--89)--53(8&-- (४) न्ि[(9(8४--99)-28 (95-०७) + 

शेष प्रश्नों को केवल प्रतिस्थापन द्वारा ही सिद्घ कर देता अभीष्ट नहीं है। 

5. प्रश्त 4 के परिणाम को, दो समघात &४7-+2059--०७१, &डन-9ए के 
जैकोबियन पर विचार करके सिद्ध कीजिए । 

5. सिद्ध कोजिए कि (39-४०)४:-- (80-४७ ०5५--(००८ --9०)५*, द् 
समघात 852-- 205ए--०ए४, 3 52--295५--० ५७२ का जेकोबियन है । 

7. अश्त । के परिणाम को, समधात 85-99, ८४-०४ के जैकोबियन पर 

विचार करके, सिद्ध कीजिए । 

8. सिद्ध कीजिए कि £ा०&-४०)(४-ीए-+-82०, तीन समघात 
352--993-]- 222-- 292--2225--2759, 9.5-+-9, +-०/2, 825+- 029 -*९52, 
का जेकोबियन (और अतझव एक सहदर ) है। 

प्रश्न 9-2, 82. 6 पर अभ्यास हूं । 
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9, यह दिखाने के बाद कि 30-72, ४७४:--2॥75ए५+ 992 का 
है, प्रश्व 3 के परिणाम को, सिद्ध कीजिए । 
0. प्रश्न 2 के परिणाम को, &४2--25४--०9४ और (४5%--०'५)? के संयुक्त 
निश्चर पर विद्ाार करके सिद्ध कोजिए । 
4. सिद्ध कीजिए कि 490+- 28॥--४-98?--०४, अर्थात्‌ डिटर्सिनेंद 
5 | 8 मम ६8 $ 


एक निश्चर 


8 9 /£ | 
8 56 ०] 
दुविधाती समघात 8६४7--०४४--०८?-- 29ि2+- 28०25:+- श/एए का एक निश्चर 
है, और फिर इस समवात के तथा समधात ४52-- . . . + 28559 के दो संयुक्त 
निश्चरों को ज्ञात कीजिए । 
टिप्पर्णी---इन संयुक्त निश्चरों का वेश्लेषिक ज्यामसिति में कुछ महत्व है। इनको 
प्रायः 8, 9' से प्रकट करते हें जो इस प्रकार हे--- 
8--250--०8--०९+ 2 ४-+ 2200+ 2#'7, 
85-28. “98-०८ + 26४-- 225 -+- शाप्त', 
जहाँ ७,.3,. . .. आदि डिटमिनेन्ट ७, ७ में क्रमश: 9, ७“, . . .आदि के सहखपण्डों 


को प्रकट करते हैं । तुलना कीजिए--सौनरविले---अनेलिटिकल फोमिक्स, 
अध्याय &४ । 


32. द्विधाती समधात 
857--592--८22-- 292-- 2825-- 27४५ और एकघाती 


समधात (--१7५--ए८2 का एक निश्नर ज्ञात कीजिए और ज्यामिति में उस के 
महत्व को बतलाइए । 





सिद्ध कीजिए कि दूसरा संयुक्त निश्चर, प्रश्त ! के 9' द्वारा जिसको 
प्रकट किया गया हैं; अभिन्‍न रूप से शुन्य हो जाता है । 
3. सिद्ध कीजिए कि 
हब [70 छः 

















नन (7 --70)7, 
शा राजा शा 
१/2 ॥ता! 72 
4. सिद्श्व कीजिए कि 
80 7 । 979 
8४ 2४9५ 02729 
898 89पघछ.. 379 
00759 0४४09 5593५ 





9:3४ 25897 939४7 


28, 


एक ऐसे समघात छ का एक सहचर है, जिसका घात 4 से अधिक है और एक ऐ 


प्रमंघात पं का एक निश्चर है जिसका घात 4 है। 
संकेत--प्रश्त 3 के डिटमिनेंट से गुणा करने के बाद ज॑ं; डिटमिनेंट प्राप्त होता 
है उसकी पहली पंक्ति इस प्रकार है-- 

279 30 20 

9:०5 28>%9४752 ०8शए*2555 

जहाँ उच्नीऋ्र+ मारे, एज! फ--77 ] 
१2.2 से तुलना कीजिए : यहाँ ( ].- +7 ) हे अर 
ह 5 99५ 2“ 


इत्यादि, इत्यादि ! 
ऊपर प्राप्त किए हुए डिटमिनेंट को, प्रश्त 3 के डिटमिनेंट से गृणा करने से 
जो डिटमिनेंट आएगा उसकी पहली पंवित यों है--- 
3छ. 3698 9*08 
9७4 9839५ 3०2० ए५ 


अतएवं इ-- ४४ होने पर पहले के डिटमिनेंट में | (४९ से गणा हो जाता 


5., सिद्ध कीजिए कि 308- 29006--302--922--०?, अर्थात्‌ 








82 72 ० 
9 ० 0०0 
&. 56 8. 
(9,0,0०,5,८) (४,५)* का एक लिश्चर है । 
6. सिद्ध कोजिए कि 
पैड एडए मे 
ड्् 2 ४५५ 
छा. मे भा 





समधात ७,५,७ का एक सहचर है । 


संकेत--गूणा करने वाला खंड [४] है । 


53, मिश्चरों के गुणधर्म 
3.. निश्चर, गणांकों में समघात होते हें । 
मान लीजिए, !(2७, . . -,०:७) 
पजू(80, . - -3धित) फू; - - हो 
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का एक निशुचर है | यह भी मान लीजिए कि रूपांतरण हच्-]श७/5, ७ को 
(680, - - चैक) (55, . . ४, )* में बदल देता है | तो, ४ चाहे कुछ भी हो, 
[(& ५, . . .७) "| रथ [(9५, . - . 0) (१) 
घातांक $, ४ से स्वतंत्र है । 
रूपांतरण 
४ नम), ४०-३).६2, . . ., 5. 72.४ 
पर विचार कीजिए जहाँ ([१४|5-)»० है । 
चूँकि ए समघाती है और 5, . . ., 50 में £घात का है तो इस विशेष 
ब्यान्तरण के लिए, &/ ,..., 5» के मान इस प्रकार हुँं--- 


57% अल क 
अतणव (१) इस प्रकार बदल जाता है--- 
0 न व 867 5३ अं (2) 


दुसरे शब्दों में, !, अपने स्वतंत्र चरों ( आड्ण्रा०75) 8५, - - - ० की एक समपवात 
फलन है| और यदि उसका घात 4 है तो ७.)७५/ होगा और इस परिणाम से 
यह निष्कर्ष निकाला जा सकता है कि £, 6, और 7 के पदों में $ को $5“४0/0 से 
प्रकट कर सकते हैं । 


3.2. भार (अंडा) : दविचर समघात होने पर 
दुविचर समधाते 
१0४ --।8[5/6-79७-- . . .+8॥. ४ 
में प्रत्येक गुणांक के अनुवंध को उसका भार कहते हैं और गुणांकों के किसी गृुणनफल 
का भार वही होता है जो उसझरे खंडों के भारों का योग होता है। इस प्रवार 3078 , , 
का भार ॥४+-2५+... है । 

गुणांकों में किसी बहुपद समधात को सम्तन्नारित (75080८) काह्य जाता 
है जब प्रत्येक एद का वही भार हो । इस प्रकार, 9052-52 समभारित है; क्योंकि 
50०2 का भार 0+2 है और &( का भार 2%3 है; हम पूरे व्यंजक 8092-9| 
को ही भार 2 वाला कहते हें, इस कथन में यह अर्थ निहित समझना चाहिए कि 
प्रत्येक पद ही उस भार का है । 

'यह एक सुपरिचित परिणाम है। यदि पाठक इस परिणाम से परिचित नहीं हैं 
तो एक उपपत्ति इस प्रकार प्राप्त की जा सकती है कि पहले यह मान लें कि ॥ वास्तव 
में 3).2,.... का एक योग है जिनमें से प्रत्येक समधघाती है और ०94,%,. . 
बात का है और फिर यह दिखाया जा सकता है कि यह मान्यता, (2) की विरोधी 
हो जाती है । 


हक्न्ल्खै 
जो 
(६ /] 


3.3. दृविवर समधातों के सइदर समनभारिट होते है । 
मान लीजिए, ६०५, . . ..2..) 
का हू 2. क 
का एक निश्चर है भौर 4, ७, . . ..&६ में 4६ घ्रात का एक वहुपद है । मान लीजिए 
रूपान्तरण इज छ को 
हू ४! 
न कक ््ज्ू # ४-7 ७ ( हक 
में बदल देता है । तो $3.] से (क्योंकि इस समय यहाँ 2 चर हैं, जिससे 852), 
86.५, . . भू) थे व, . . . ,) (5) 
चाहें मंद्रिक्स *र/ कुछ भी हो, 
ख्पांतरण 
हवन, एस-्ते, 
को देखिए जिसके लिए | ७-३ है। इस विशेष रूपातरण के लिए #&/&, . . .,ट: 
के मान यों हें 


87, --., औऔण, ..., धं 


05% 
अर्थात्‌ प्रत्येक गुणांक ४ के सहचारी » का घात, गुर्गाक के भार के दरावर होता हें 


इस प्रकार, इस विशेष रूपांतरण के लिए, (5) का बायाँ पक्ष » में इस प्रकार 
कंग एक बहुपद हैं कि किसी घात 2" का गुणांव भार ७9 के ४-जों का एक फलन हे 
लेकिन (5) दा दायाँ पक्ष केवल यों हो जाता है-- 


हम] (405 55. (6) 


कि इस विशेष रूपांतरण के लिए | ४-०), है । अतएवं 9. का अकेला वह 
घात जो (5) के बाएँ पक्ष में आ सकता है, »//4 है और इसका सृणांक 3४५ भार वाले 
&-ओ का एक फलन होना चाहिए । इसके अतिरिक्त, चूँकि (5) के दाएँ और 
बाएँ दोनों पक्ष अभिन्‍न हैँ, (5) की बाईं तरफ 2774 का यह गुणांक [(७५,. . -.) 
होना चाहिए । 


अतएवं ॥(8/, . . ..श.) का भार ४4 हूँ । 


3.4. यह ध्यान देने की बात है कि ७-औो में किसी बहुपद का भार कोई 
पूर्णाक ही हो सकता है, और इसलिए जब ॥(७५, . . .,भू) किसी दृविचर समघात का 
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कोई बहुयद निश्चर हो तो, 
[(8, . - -,/भ.)7०| ४ | १(8,, . - -,.), (7) 
$च-2 ८0 
और ४£१-- किसी बहुपद का भार८"-कोई पूर्णाक । 


अतएव, (7) का $ भी कोई पूर्णांक ही होगा । 
3.5. भार : यदि समवात दो से अधिक चरों मे हों । 
समघात (6. 3) 
[| * 
8 9 «2? मर 
*“ग,2. . . जज आ हर ते (8) 
में अनुबंध » (जो पद में 5५... के घात का संगत है) को गुणांक 8,०, . . .,» का भार 
कहते ह. और गुणांकों के किसी गृणनफल का भार वही होता है जो उसके रचक खंडों 
के भार का योग होता है । 
मान लीजिए (9), (8) का »-ओं में घात का एक बहुपद निश्चर है। मान 
जीजिए, रूपांतरण इ--७!ए४ (8) को, 
(६! 5...) औ 


“०300, 3, न्न्बक कह जहा एक 2 05 * ०० 2.4 पृ १ 9 ) 
में बदल देता है तो $3.! से 
(५७)-| ४ |१/ण (७) (0) 
चाहे मेट्रिक्स /४ कुछ भी हो । 


रूपांतरण 
डख्ब्५धध,. . ., 3.0 तक ।, ऊँ क्‍त)े 
को देखिए जिसमे | ७ |--) है । तो, $ 3.3 के तकों से यह सिद्ध किया जा सकता है कि 


(9) अवश्य ही समभारित होगा और उसका भार ४१४० होगा, इसके अतिरिक्त, चूँकि 
भार के लिए पूर्णांक होना आवश्यक है, ४५/० एक पूर्णाक होगा 


प्रशनावली चोदह (8) 


प्रश्त 2-4 निश्चरों के उन परिणामों के सहचरों में विस्तारमात् है जिनको सिद्घ 
किया जा चुका है। उन्हीं की उपपत्ति को केवल कुछ परिवर्तन के साथ रखना आवश्यक 
होगा । 
3. यदि ८(७,४) एक दिए हुए समघात एछ का कोई सहचर है और यदि 
((७,5) विभिन्‍न धातों के बीजीय समघातों का कोई योग है जैसे--- 
((8,४)--९॥ (3,१४० )। +- . . .+(0५(9,%0% 
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जहां चातांक ७ चरों में घात को प्रकट करता है तो प्रत्येक अलग पद ((७,४)& 
स्वयं भी एक सहचर होगा । 
संकेत--चूँकि ८(७,४) एक सहचर है, 
५(ह&,32)ल्‍- | ४ | $ ((०9,0) 
४, - 50 के लिए 5॥,. ..,र्ड, और फलस्वरूप >,,...5. के लिए 
»॥,. ..5८ रखिए । 
परिणामस्वरूप, », 0,(0,5) 7... | ४ 5, ९. (७)००४०, 
प्रत्येक पक्ष £ में एक बहुपद है और $ के समान घातों के गुणांकों को समीक्ृत 
किया जा सकता है । 
2. चरों में घात & का कोई चर, गुणांकों में समघाती होता है । 
संकेत--विशेष रूपान्तरण 
९, सै ० ०००9 5, कि. पी 
3 हि 
से, $3.] की तरह, 0५७) ,४)०७--)%7१९(७,5)७, 
अर्थात्‌, 
»7“(५४७/७४,४)० _..) ०५ (((६ ४)” 
इससे वांछित परिणाम सिद्ध हो जाता है ओर साथ में यह भी ज्ञात हो जाता है कि 
यदि ८, गृणांकों & में ६ घात का है तो-- 
3१-३४), 


या ]0--78--7 

3. यदि&,ए में किसी दुृविचर समघात के एक सहचर में हम > को एक भार द 
और 9 को शून्य भार का मानें (£को 2भार का इत्यादि), तो गुणांकों & में ५ 
घात का कोई सहचर ((9,5)» समभारित होगा और उसका भार 5(/५--०) 
हंगा। 
संकेत---विशेष रूपान्तरण £>फ», ए--»४ पर विचार करके $3.3 के तकों 

का अनुसरण कीजिए । 

4. यदि 5, - ..| में एक समघाती के किसी सहचर में हम 5॥,. « ?५.-। 
को एक भार का और 5., को शुत्य भार का (४7००७ को 2 भारका, इत्यादि ) 
मान लें तो गुणांकों » में ६ घात का कोई सहचर ((2,४)० समभारित होगा और 
उसका भार ई774+(7-))/9 होगा । 
संकेत---8 3.5 से तुलना कीजिए । 
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3.6. फिसी सहवर के नि£ुचर 


मान लीजिए ए(७,5)8 8 चर 5३, . . ..50 में £ थात का कोई दिया हुआ 
समघात है, । मान लीजिए (! (9,5)८५ छ का कोई ऐसा सहचर है जो चरों में ५ घात 
वग है और गुणांकों 3 में ६ घात का है। ((७,४)० में जो गृुणांक हैं वे वास्तव में ७ के 
» ने हो कर उनके समघाती फलन हैं । . 

रूपांतरण ऊज्शड, 0(०, 5) को ४४, ४) में बदल देता है और, चूंकि (? 
एक सहचर है, एक $ इस प्रकार का होगा कि 

((०७,४)०--| ७ |६ ((०,5)५० 

हुए प्रकार रूपांतरण ((७,४)%» को (४ |$ ८(७,5)० में बदल देता है । 
शैेकिन ८. #-ओ में, और 5-ओऑं में, ६ घात का एक समघाती फलन है । 
अतएबव ८(०2.5)० नी 0(७,४)७-०(७|५|५ १, %) 6. (११) 

अब कल्पना कीजिए कि 7(9), ५(४,.5) का कोई निश्चर है जो ४ चरों 
में & घात का एक समघात है। दूसरे शब्दों में, ए को ४ के पदों में व्यक्त 
करने पर यदि गुणांकों को $ से प्रकट किया जाए तो एक £ इस प्रकार का होगा 
जिसके लिए-- 

(8)-/७|१(७) (2) 

४(0,5) को सहचर ((७,5)० मानिए; तो (4) से ज्ञात होता है कि संगत 8 
बही हैं जो 0(&७५|-१५१,५) में पदों के गृणांक हें । 

यदि [(8), 9 में 7 घात का है, तो जब इसको & के पदों में व्यक्त किया जाएगा 
तो यह 7(०), होगा. जो एक ऐसा फलन हैं जो समघाती है और गणांकों ७ में 70 
बात का है। इसके साथ-साथ, (2) से 

|, (6 ][श7४५१) -श| १ (४), 
या, यह ध्यान में रखते हुए कि !। समघाती है और & में 7५ घात का है, 
(|[77], (8) -- |श|१ (9) 

अर्थात, ॥(9), मूल समधात ४(७,४) का एक निश्चर है । 

अब तक किए गए ; कार्य की व्यापकता को समझना आसान नहीं है । पाठक को 
एक विशेष उदाहरण के संबंध में उन्तका अध्ययन करना चाहिए जिसे अभी हम 
दंगे; यह $2.5 से लिया गया है-- 

ए 25 ) ज्528605 7 + 30779+- 3325४9१-- 839४ 
का एक सहचर यह है-- 
0(०,) 55 (9082-थ ) ४ + (9083-99 ) ४५ + (8483-- 2) ) ४? 
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५ का हेसियन होने के कारण इस सहचर को गुणा करने वाला एक खंड /. 
अर्थात्‌ 


(408: 4  ) &“+ . . . क्र (9092-2):४+ . . . >, 


ये 39३, 430 45 2६ 2) मु 
| 5 छप ४८ ; क छू शा ऋाक 'साफइमाफएकक 3 [ | 2 ५ ( ) 
[ 905: ! ) जा ि | शा न्‍+ ( हक | ) जी बा ( 49 ) 


कं 
जे 
है (१ डे 
अं 
हक । 
>ल्च 


जो ऊपर (7) का संगत है । 
लेकिन यदि 5न्‍्लर्थड दविघाती समघात 
5052-+- 20 ,59--४9.५*, 
को 8/.2%<-- 28 [ ४ -+- 93.४2, 
में बदल देता है तो 
808.-95:5|१४|? (७७७५-४६) (28 ) 
>-ओं के लिए ( 9) के गुणांकों को लेने पर हम देखते हें कि--- द 
[744 ( 60 2- 2 ) [ /(23५-- 2: | [ 20/33-“72342 ) हे 
न (8092-  ) (893- ४४ ) --4 (2083--3/92 ) ही 
जो यह सिद्ध कर देता है कि $2. 5 का (9) त्रिधात 8४7-+ 38|%४ए-- 32:59: 
-+839 का एक निश्चर है । 


3. 7. किसी सहचर के सहचर--$ 3.6 के तक का ही थोड़ा-सा विस्तार करके 
और $3.6 के 7(४) के स्थान पर, 9 चरों में » घात के किसी समघात के एक सहचर 
((७,5)७ के उपयोग से यह देखा जा सकता है कि ८ (0,5)७' से मूलसमघात ७(०,5) 
का ही एक सहचर आ जाता है । 

3.8. अखंडनीय (7ग्रव्यपञ्०0०) विश्वर और सहचर--यदि 4(9), 
किसी समछझात ४घ(७,5)४ का एक निश्चर है तो निश्चर की परिभाषा से 
यह स्पष्ट है कि, [(9) के वर्ग, घन, . . . . . आदि भी ४ के निश्चर होगे । इस प्रकार 
निश्चरों की संख्या की कोई सीमा नहीं होती; सहचरों के लिए भी यही बात है ! 


दूसरी तरफ, किसी समधात ४ के लिए, ऐसे निश्चरों की संख्या सीमित होती 
है जिनको उसी या कम घात के निश्चरों के पदों में परिमेय और पूर्णाक के रूप में 
हैं जिनको उसी या कम घात के निश्चरों के पदों में परिमेय और पूर्णाक के रूप में व्यक्त 
नहीं किया जा सकता । इसी प्रकार, ऐसे सहचरों की संख्या भी सीमित होगी जिनको 
४ के गुणांकों में उसी या कम घात के निश्चर और सहचरों के पदों में परिसेय और 
पूर्णाक रूप में व्यक्त न किया जा सके। वे निश्चर या सहचर जिनको इस प्रकार व्यवत 
नहीं किया जा सकता, अखंडनीय कहलाते हें। तब प्रमेय को इस प्रकार कह सकते 


+आू-|ल३क्रमाकामक व, 


व 


किसी दिए हुए समघात के अखंडनीय सहुचर और निदचरों को संझया सोमित 
होती है । 
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इस भ्रमेय को और समधघातों के किसी दिए हुए निकाय (उ3फ्रशाथा) में 
संगक्त सहचरों और निश्चरों में इसके विस्तार को कभी-कभी गॉडन-हिलबटट 
(0079987-प्रा907) प्रमेयः कहते हूँ । इसकी उपपत्ति हमारी पुस्तक की सोमा 
से बाहर है । 

अखंडनीय सहचर और निश्चरों में भी ऐसे बीजीय संबंध हो सकते हैं कि उसके 
पदों में से कोई भी शेष के किसी परिमेय और पूर्णाक फलन के रूप में व्यक्त न किया जा 
सके । उदाहरण के लिए, एक त्रिघात ० के तीन अखंडनीय सहचर होते हैं, वह स्वयं, एक 
सहचर 0, और एक सहचर हे; इसका एक अखंडनीय निश्चर / होता है; इन चार को 
संबदध करने वाला एक संबंध 

८४०2--(०2-- 43 
होता है जिसको हम $4.3 में सिद्ध करेंगे । 
4. विहित समघात 


4.4. दुविचर व्िधात--पाठक उस युक्ति से परिचित होंगे जिसके द्वारा हम 
8&2-- 207५--0५2 को समघाव ४>४2--०७।४ के रूप में ला सकते हैं। इसको इस 
प्रकार प्राप्त किया जा सकता है--- 


8] है [52 
8४2-- 27ए--97२--६ (अकय छः ) हे (४- न ) श्ड 
44 24 
और फिर इसमें प्रतिस्थापन ऋ-४+ (॥/89 ) 9, ४+-५ का उपयोग करके । व्यापक 
दविघाती समघात पर बारहवें अध्याय के प्रमेय 47 में विचार किया गया था । 
अब यह दिखाया जाएगा कि त्रिघात 
80% + 30%2ए-- 382४97-- 837 (१) 
की सामान्यतया, 7/7---५४१ रूप में लिखा जा सकता है; इसके अपवाद वे त्विघात 
होते हें जिनमें कोई वर्ग खंड आता है । 
इसको सिद्ध करने की कई रीतियाँ हैं : जो रीति हम अभी देंगे वह शायद सबसे 
सीधी है । हम इस समस्या से आरंभ करते हे-- 
क्या 9, ५, ०, 5 के ऐसे मान संभव है कि (१), 
7(5+०४)१-+-१(४+ 99) * (2) 
का सर्वे सम (00700&४ 60ृणचआ ) हो सके ? 
यह संभव होगा यदि ७ और 3 चुन लेने के बाद हम 9 और 4 ऐसे चुन सके जो 
इन चार समीकरणों को संतुष्ट करें-.. 


7+-५5-०७॥, 70-+-((5-8॥, )_ (3) 
90०“-+-५ह२-०८, एणो+पृशि>००७३. 
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यदि ७-३ हो तो 30,84,82,83 के व्यापक मानों के लिए ये चार समीकरण 

अविरोधी नहीं हो सकते । हम पहले यह मानकर चलेंगे कि ८: 3. 

(3) का तीसरा समीकरण पहले दो से ही प्राप्त किया जा सकता है यदि 
हम ?,७ इस प्रकार के चन सके कि- - 

82-++:%94-70७07०0, ०८--९०--(१७-0, 972--7?9+0(0--०0 
सब एक साथ सत्य हो सकें ।( 3) का चौया समीकरण दूसरे और तीसरे से प्राप्त हू 
सकता है यदि 9, (३ इनको भी संतुष्ट करें- 

83 न 042-+:९0०। 5८0, ०(००८--९०--९) --0, 0(22--7?9--0) +-0, 
दूसरे शब्दों में, तीसरे ओर चोथे समीकरण पहले दो ने परिणानस्वरूप ही प्राप्त हो 
सकते हैं यदि ०, 5 


व्ब्न्न््ड 


72-72 --(१--०0 
के मूल हों जहाँ ९, 0 इन दो सर्मीकरणों दुवारा ज्ञात किए गए हों-- 
82 -+/4 | -+ (७८ नू0, 
83 -29982-+7 ९०७, +८0, 
इसका मतलब यह हुआ कि ०, 3 
(8082-22 )६2-- (3492--9/83 ) +; [9]83--82 ) 50 
के मूल हैं और यदि वे विभिन्न हैँ तो 9,5 जो (3) के पहले दो समीकरणों द्वारा हे 
प्राप्त किया जा सकता है । 
इस प्रकार () जो समधात (2) के रूप में ही व्यक्त किया जा सकता है बशर्ते 
(392-209) 7-7 4(90०2-भे) (993-अै) (4) 
शन्‍्य न हो । यह प्रतिबन्ध इसलिए आवश्यक है कि तब ० और बराबर नहीं 
होंगे । 
यह सरलता से देखा जा सकता है कि (4) के शून्य न होने वाले प्रतिबन्ध से 
कौन-कौन से त्रिधात छठ जाते हैं । यदि (4) शून्य है, तो दो द्विघात 
8052 298 [59 -+929“, 
&52-+-2927 9-39“ 
में एक उभयनिष्ठ एकचाती खंड होगा; | अतएव 





'पाठक इस तक को इस रूप में आसानी से पहचान जाएगा--- 


305%2-+-2&|5 --92 उत0, 8(5“--28/5--983 75 0 
का एक उभयनिष्ठ मूल है; अतएब 
8/52--28|5--92 770, 8057 -+-3452--39/25-+-83 750, 


का एक उभयनिष्ठ मूल होगा, और इसलिए दूसरे का एक मूल पुतरावृत्त 6०- 
96७००) होगा । 9 (5५) 550 और ४ (5) 5-0 का फ़त्णेश उश्नयनिष्ठ मूल 
पहले का एक पुनरावृत्त मुष् दोगा । 

४४६(7४900/63--44 
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805“+-28]59 -+929*, 90% 3 +38 ४29--38/59--839 २ 


में एक उभयनिष्ठ एकघातों खंड होगा, और इसलिए दूसरे का एक पुनरावृत्त 
एकघातों खंड होगा । ऐसे किसी त्रिधात को 5“ लिख सकते हूँ, जहाँ रू और (५, 
5४ और 9 में एकघाती है । 


4.2. दविचर चतुर्घात (सि0क्क'ए तृपशाएं८5) 
चतुर्घात 
(80, 84) (5,9)* (5) 
के चार एकवाती खंड है । इनके यूग्म बताकर हम (5) को दो द्विधाती खंडों के 
गुणनफल को तरह लिख सकते हूँ, मान लोजिए वे इस प्रकार हँ-- 
8025 +2059+9 ५४, 8"४2--20 57 + 0“५£ (6) 
पहले हम उन चतुर्थातों को अलग कर देते है जिनमें कोई खंड वर्ग है और जो 
स्वयं > और ५ में एकघाती हैं । तो एक एकघाती जिसका रूपान्तरण दुवारा वास्तविक 
होना आवश्यक नहीं है, हम (6) के खंडों को इस प्रकार लिख सकते हैं ।| 
अऋः--पअ2, एड2--28४५७--+५४<4 


प्रसेध 48 को लागू करके, और इस बात पर बिना जोर दिए कि रूपान्तरण 
वास्तविक है, हम इनको इस प्रकार लिख सकते हँ-- 


>_[+> 3, 3 ४+»%,४, (7) 
इसके अतिरिक्त, क्योंकि हमने उन चतुर्घातों को अलग कर दिया था जिनमें कोई खंड 


वर्ग और एकघाती है, इसलिए न तो »)| और न 9., शून्य होगा और चतुर्घात को इस 
प्रकार लिखा जा सकता है 


0 50(+ (3 +32.) ४? ४२-२६ 
ओर एक अन्तिम प्रतिस्थापन 
आज /+, जुे।,, एऋ-०)/+, अं, 
के बाद चतुर्घात को यों लिख सकते हँ--- 
इ4--67%297 -घ्‌4 (8) 


पहमें केवल 85“-+2॥7%9-9%9 के दो विभिन्‍न खंडों को 5-7४ और 
(४ की तरह का रखना है । 
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यह व्यापक चतुर्घात के लिए विहित समपात है । एक ऐसा चत्र्पात जिसमे 
कोई वर्ग -खण्ड हो और जिस पर हमने अब तक विचार नहीं किया था, इस प्रकार 
लिखा जा सकता है--+४2४३ |2-+9.,५४2) 


4.3. बिहित समधातों के अनुप्रयोग--विहित समधात को यदि ध्यान में रखा 
जाए तो किसी समघात के निश्चरों और सहचरों के नंबंधों का आसानी से पता 
लगाया जा सकता है। उदाहरण के लिए, द्िघात 

छ न) + 38% 97+ 382597--8 0५ 
का (82.5) 

एक सहचर 8+-(2/82-०])5-+ . . - हैं; [92.5 का(8) ). 

एक सहचर (७5-(७6983-- 3809982-+ 2&7)57+ . . - है; [$ 2.5 का (0)! 
और एक निश्चर &--(8,83-832) - 4(8682- 27) (593--923) हैं ! 


जब तक 4&5"-0 नहीं होता त्विघात को, 8$4.! के रूपांतरण #&--55--6०, ४ +- 
४+09 दुबारा ए-एफ१+प्‌४? के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। इन चर्रों में 
सहचर हम और (७ यह हो जाते हँं--- 


पर ज्फ्पअर, 6]59*पमेरे--4४४, 
जबकि, &१८८ए०2प*. 
यह स्पष्ट हो जाता है कि 6|025-(3(+ 4 
अब चूँकि |) र्शथ | रूपान्तरण ड"र का मापांक है, 
पन्धिटत, 05 न्‍ी्ी१5, 5,5४९. 


सम का खंड [७८ है क्योंकि में एक हेसियन है। 5 का खंड ७४ बढ़ी 
सरलता से पता लग जाता है यदि हम रूपान्तरण 5-५, ५-४, पर विचार करें 
जिससे /./0 «20, * * ",57-०93)-) आ जाता है, 
फलस्वरूप 
(4३8३-36 0602+ 22) 93+ * ** 
न्‍नी((४7९8:--3803742+ 20)ै% 7 +*** ३ 
सू) (86985- 330392- 207)%8-+ * * * $ 
और गुणा करने वाला खंड 2, या | है । 
का खंड [७॥०, भी इसी प्रकार प्राप्त किया जा सकता है । 
फलस्वरूप, यह सिद्ध हो जाता है कि जब तक ७5०0 नहीं है तो, 
6902-07 + 47 (9) 
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यदि &--0 है तो त्रिघात को &“४५ के रूप 
शक ऐसा समघात है जिसके लिए 5 और प्त॒ दोनों शून्य 


में लिखा जा सकता है जो 
हे । 


5. ज्यासितीय निरचर 

5-3. प्रक्षेपीय निश्चर (70[००(ए०७ पथ 87/8) 

मान लीजिए, एक बिंदु 9 को जिसके निर्देश एक समतल £% में एक त्विभुज 
380 के निर्देश में समधाती निर्देशांक (#ण08०700058 ०00006[798/68 ) 5, 9, 2 
[स्पष्टता के लिए, मान लीजिए क्षेत्रीय (शा०४) या तिरेखीय (४ं॥०97)| को 
एक दूसरे समतल :: में एक बिदु ?' में प्रक्षेपित किया गया है । मान लीजिए, 77 में ७80 
का प्रक्षेप 8 8' (” है और ७ 8' (” के निर्देश में ?' के समघात निर्देशांक ४“, ५“, 2/' 
हैं। तो, जैसा वेश्लेषिक ज्यामिति की अनेक पुस्तकें (एक या दूसरे रूप में ) सिद्ध 
करती हैं, इस प्रकार के अचर , 709, 7, होते हैं कि 


हच्ताह, अफच्णाए, टन्नऑर्टा, 


ह 


मान लीजिए, 7 में &' 58 (” के अलावा किसी और त्रिभुज के निर्देश में ?' 
के समघात निर्देशांक 5, ५, 2 हैं। तो निम्नलिखित संबंध स्पष्ट हेँ- 
हज) 7-0 ४--५७7, 
५८-2४ -]०४-+१४2८., 
2--)3३४९+[. ४ -- ४५०. 


इस प्रकार % में किसी आकृति (#8णा७) का किसी दूसरे समतल #_ में 
प्रक्षेय होने पर निम्नलिखित प्रकार का एक रूपांतरण होता है--- 
हज ]5--70। ४-०८. ] 


$7०।२८ --702 ४ -न-0 2, ऐ (] 
+ौ२3*& -+ै773 ४ +73:2, | 


जहाँ, डिटमिनेन्ट (]॥0; 75 ) शून्य नहीं है । क्योंकि ह-८ 0, 550, 2550 संगामी 
(००८) रेखाएँ नहीं हैं । 


इस प्रकार प्रक्षेप से बसा ही रूपान्तरण प्राप्त होता है जिस पर हमने अध्याय 
के पिछले परिच्छेदों में विचार किया था। आक्ृतियों के वे ज्यामितीय गुणधर्म जिनमें 
प्रक्षेप से कोई अन्तर नहीं पड़ता, (अर्थात्‌ प्रक्षेपीय गुणघर्मं) बीजीय समधातों के निएचरों 
अथवा सहचरों के संगत हो सकते हैं, और विलोमतः, बीजीय समधघातों के किसी 
निश्चर अथवा सहचर के लिए भी यह जाशा की जा सकती है कि वह किसी ज्यामितीय 
आहति के किसी प्रक्षेपीय गुणधर्म का संगत होगा । 

दृविचर रूपांन्तरण 

डुब्प्ण[[ 2 -- गा, ऐे चप् न हैं 


हि 
3 () 5 


को उस परिस्थिति में () का हो एक रूप कहा जा सकता है जब निर्देश के मूल त्रिभुज 
के शी ( से जाने वाली रेखाएँ ही केवल विचाराधीन हों; क्योंकि &४2-+- 25५--99४* 
“55 की तरह का कोई समीकरण (८ से जाने वाली दो रेखाओं के एक युग्म का संगठ 
होगा; (2) से रूपान्तरण के बाद, मान लीजिए, वह 

जे: -+- 2५ -- 8४:<-- 0, 


हो! जाता है जो प्रक्षेपित आक्ृति में निर्देश के त्विभुज के किसी शीये से जाने वाली रेखाओं 
का रक युग्म है । 


ज्यामितीय दुष्टिकोण से निश्चर सिद्धांन्त के व्यवस्थित या रीतिवद्ध विकास 
का हम यहाँ प्रयत्व नहीं करेंगे : केवल कुछ पृथक-पृथक्‌ उदाहरणों पर ही विचार किया 
जाएगा ; 


चार रेखाओं की एक कृचिका (9»0०7) के वज्ानुपात (०ा०$$-४४० + में 
प्रक्षेद से कोई अन्तर नहीं पड़ता : रेखाओं के दो युग्म 
85%2-- 25५--99४, ४5४:+ 2959-97 ५* 


एक हरात्म-# (#8070770) कचिका बना सके इसके लिए प्रतिबंध यह है कि 
80'--29-287 5-0 हो । यह एक ऐसे गुणधर्म को प्रकट करता है जिसमें प्रक्षेप 
से कोई अन्तर नहीं पड़ता, और जैसी हमें आशा करनी चाहिए थी, 0०/-20-- 2॥9/, 
दोनों बीजीय समघातों का एक निश्चर है। इसी प्रकार, चार रेखाओं 
85*-- 4053 -- 625४2५2-]- 465५२ -- ८५४-- 0 
के वज्ानुपात के लिए हम यह आशा कर सकते हैं कि वह चतुर्घात के कुछ निश्चरों को 
प्रकट करेगा। चार रेखाएं एक हरात्मक कूचिका बनाएँ इसके लिए प्रतिबन्ध यह 
है कि -- 
उ5७८5०४०९-- 2000--280“--82६--०१-- 0 
और, जैसा हमने (प्रश्नावली चौदह « प्रश्न 5 में) देखा है, > चतुर्घात का एक 
निश्चर है: चाड़ों रेखाएँ एक समहरात्मक (०धृण॑7807:0 ) कृचिका बनाएं, अर्थात्‌, 
छ: वजच्ञानपात 
[ ] है 
या आंत आए अत 
में से दो, अर्थात, --७,--९७०,--७०*, --०७,--७८, -७), 
वज्ानपातों में से पहले और चौथे हरात्मक कूचिका बनाएँ इसके लिए प्रतिबन्ध यह 
है कि-- 
[558९-- 400-- 30*+-- 0 
है। ओर !, चतुर्षात का एक निश्चर है । 
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इसके अतिरिक्त, ज्यामिति में, किसी दिए हुए वक्त का हेसियन एक ऐसे बिन्दू 
का बिन्दुपध (008 ) होता है वक्त के सापेक्ष जिसका झ्ुवी शांकव (90]87 ००४४८) 
रेखाओं का एक युग्म हो : बिन्दुपथ वक्र को केवल नति-परिव्तनों (#ीक्तां0ा5) 
पर और वक्त के बहुल-बिन्दुओं (7्राण॑9० 9078) पर मिलता है । ओर प्रक्षेप में मुख्य 
शांकवों से मुख्य शांकव, रेखा-युग्मों से रेखा-युग्म, नति-परिवर्तन के बिन्दुओं से नति- 
परिवतंन के ही बिन्दु, तथा बहुल बिन्दुओं से बहुल बिन्दु ही प्राप्त होते हैं । इस प्रकार 
किसी हेसियन के समस्त ज्यामितीय लक्षणों में प्रक्षेप से कोई अन्तर नहीं आता और इन 
परिस्थितियों में, जैसी हमें आशा करनी चाहिए, हेसियय एक बीजीय समघात का एक 
सहचर सिद्ध हो जाता है। इसी प्रकार तीन वक्रों का जैकोबियन एक ऐसे बिन्द का 
बिन्दुपथ होता है जिसकी तीनों वक्रों के सापेक्ष श्रुवी-रेखाएँ (70» ॥765 ) संगामी 
हों; इस प्रकार इसकी ज्यामितीय परिभाषा कढ्नों के प्रक्षेपीय गुणधर्मों पर आधारित हो 
जाती है, और जैसी हमकी आशा करनी चाहिए थी, किन्‍्हीं तीन बीजीय समधातों का 
जेकोबियन एक सहचर होता है । 

अभी तक हमने जिन निश्चरों और सहचरों पर विचार किया है, प्रक्षेप ज्यामिति 
से अपने घनिष्ठ संबंध की दृष्टि से उनको कभी-कभी प्रक्षेपीय निश्वर और सहचर 
भी कहा जाता है । 

5.2. मापीय निश्चर (८४7०० पराएक्षा।॥7( ) 
लांबिक रूपान्तरण 5 न ऋ+शा्े+ग3 2, ) 
शत्त 22-72 2-+722, / (3) 
2-20 +703 ४ -|ै73<, | 
जहाँ ([,, 70, 0), . (2, 702, 72), और (3, 775, 75) तीन परस्पर लम्ब 
रेखाओं की दिक्‌ कोज्याए हैं, एक विशेष प्रकार का एकघाती रूपान्तरण है । यह 
85“-- 0५2-- ८7“-+ 2फिटन 2825-- 259, (4) 
के गुणांकों के कुछ ऐसे फलनों को अपरिवर्तित रहने देता है जो व्यापक एकघाती 
रूपांतरण के अन्तर्गत निश्चर नहीं हो तो यदि (3) के द्वारा ( 4) 
3872-9४: ८, 272-- 2 श्ट-- 28, 2<-+- 20|%& ९५, (5) 

में रूपांतरित हो जाता है, और चूँकि (3) के द्वारा 5-+४?--४* भी झऋः--४?- 2: में 
रुपांतरित हो जाता है । हम देखते है कि » के वे मान जिनके लिए (4)-2(५2-+- ४2-22) 
एकघाती खंडों का एक युग्म है, » के वही मान हैं जिनके लिए (5)-2(#%7-- ४2-८2 
एकघाती खंडों का एक युग्म होगा । » के ये मान क्रमश: निम्नलिखित से दिए जा सकते हैं 


3-),. |) 8 (50, | भय १. 4 8 | 
॥8 | छ पका है [ | 8 ! छ | हू ५ ि | 
8 ई 0--* |... ५. छत | 
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इन दो समीकरणों में ». के घातों के गुणांकों की तुनना करने पर हम देख 
कि--- 
8न-27--055४9[ -न-90[-+-०,, 
हैन-डउि+-(७5।+3-+0०, (55८5 0८--/2, आदि), 
(४०5४६; 


जहाँ &, समघात (4) का विवेचक है। दूसरे शब्दों में, &+97+८, 
96--०8-+-90---४“--४? लांबिक रूपातरण के अंतर्गत निश्चर हैं; व्यापक एक- 
घाती रुपांतरण के अंतर्गत वे निश्चर नहीं जबकि, विवेचक “४ सभी एकघाती 
रूपांदरणों के लिए समघात का एक निश्चर है । 


लांबिक रूपांतरण (3), निर्देश के समकोणीय अक्षों के एक समुच्चय से, 
समकोणीय अक्षों के एक दूसरे समच्चय में परिवर्तन के तल्य है। यह किसी ज्यामितीय 
आकृति के उन सभी गुणधर्मों को अपरिवर्तित छोड़ देता है जो पूर्णतः: माप (॥7688576- 
77676॥) पर आश्रित होते हैं। उदाहरण के लिए, 
/+५ 7  |]84 - ००॥ 
७/(0५+++ण)(१४+४ ००); ( 6 ) 
किसी भी लांबिक रूपांतरण के अंतर्गत एकघाती समघातों 
१ै-॥४-+७०८, रे जी नी 0८ 


का एक निश्चर है : क्योंकि (6) दोनों समतलों के बीच के कोण का कोसाइन 
(००7८) है । बीजगणित की दृष्टि से ऐसे उदाहरण अधिक महत्त्व के नहीं हैं 


6. झंकगणितीय और अन्य नि३च्चर 


6.4. बीजीय समघातों (या वक्तों) के सहचारी कुछ पूर्णाक ऐसे होते है जो 
चरों में रूपान्तरण £"-)५४ के बाद भी स्पष्टतया अपरिवर्तित रहते हूँ । वक्त का 
घात, वक्र के उसके हेसियन से प्रतिच्छेदों (77/078९०४०१9) की संख्या, आदि इनके 
उदाहरण हैं । इनको अंकगणितीय निश्चर कहते हैं । एक ऐसा उदाहरण जो एकदम 
स्पष्ट+ नहीं होता--कुछ बिन्दुओं के निर्देशांकों दूवारा बने मेट्रिक्स का क्रम हैं । 


मान लीजिए, 5 के घटक 5, ५, . ., 2 है जिनकी संख्या 7 है । मान लीजिए 
श बिन्दु (या 5 के विशेष मान) इस प्रकार दिए गए हँ-- 


005 का] मद है पक आम 


बल 2 अन-जनाजीननननाननीनननभना-नतननानी+ कम मामा ४४४७७७७४७एएशआ 
अन्‍क-सक«न्‍न तक व तिल लिन माननीगन कगवनिगाण विलनागजज पिला 


“यह बात उसे भी स्पष्ट हो जाती है जिसे ॥-विम (7-त7767807»/ ) 
ज्यामिति का कुछ ज्ञान है । 
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तो मंटिक्स 





का क्रम किसी भी व्युत्तमणीय एकघाती रूपांतरण डर के पश्चात 
अपरि्तित रहता है । 

मान लीजिए सैट्रिक्स का क्रमा(<79) है । तो (दे० प्रमेय 3) हम £॥ 
पंक्तियाँ चुन कर शेष को इन 7 पंक्तियों के गृणजों के योगों के रूप में व्यक्त कर सकते 
हैं। लिखने में सुविधा की दृष्टि से, मान लीजिए कि 7-वीं पंक्ति के वाद की समस्त 
पंक्तियों को पहली 7 पंक्तियों के गुणजों के योगों के रूप में लिखा जा सकता है । तो, कुछ 
अचर »॥, . ४ इस प्रकार के अवश्य होंगे कि ४,. . .,< के किसी भी अक्षर £ के 
लिए-- 

[५ + ६४72६ ग « « यह - (१) 

होगा । रूपांतरण इज का एक प्रतिलोम (7एण388) >> ४ 5 होता है जो 
पूरे रूप में, मान लीजिए यों है-- 


2 साए05+ .../००2, 


सकी टच-ा0,]5-+-...-+०.,2-. 
विशेष बिन्दुओं, 
(&,, #. 7२% +23 ); + ० ० १ (४.५ >> + ० 3 
के लिए अनुबंध रखने पर और यह मानने पर कि £ वास्तव में, 5, 9, . ., 2 का उन्‍्याँ 


अक्षर है, हम देखते हैं कि 
पर 


पु 7 + पु रा है. /औ 9 पट हे हे ओऔ 
2 आई 


रु 
नत छा, ४7-५७ + ४) पर एि4र्णी - - ०४०५) 
6] च्ख्ड 


() से, ०७॥,. ०७ में से प्रत्येक का गुणांक शून्य है और अतएबव () का आशय 
यह हुआ फि 
8 मम 8 (2) 
इसके विपरीत पहले वाले ४-५४“ के बदले ४-५४ का उपयोग करने पर 
हम देखते हें कि (2) में (7) का आशय निहित है। प्रमेय 3] और 32, से यह 
स्पष्ट हो जाता है कि दो मेट्रिक्स 
! आ।| व 


"आशा 


| | -.. ८] 









५ हम + व्फ़,, 4 कक 


के क्रम वराबर हूं । 
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8, 2. पारदिष्द (एल्‍शाइश४९०मॉ5)--अन्त में हम दविच* समधघातों पर उन 
तिश्च रो के अनुप्रयोगों पर विचा 


जी चरों के विशेष मानों से प्राप्त होते हैं । 


डान लीजिए ७।, 9)), (०, ५2) आदि चर (5, ए )चरोंके दो 


सदह्ृरूपांतरों 

युग्म हैं जिनमें से प्रत्येक में रूपंताण 
इन गाए, एइ->ा/ऋ-- पत्र, (3) 
हो सकता है जहाँ | । स्+ 0 -- 58 तो, 
__9 / 5 2 2 8 
28 आज आय 

६ है ५ है। #< 2५ 
होगा जहाँ कि रूपांतरण, (3) का प्रतिरूपातरी है (दसदें अध्याय $ 8.2 से तलना 
२ ््‌ हि (९ रे रे 
कीजिए) । 


अब यदि संकारक (०968४03) नऋ- जो कम हे 

0 0 0 ० 0 
हे, ४५,, &,, ४. के किसी फलतन पर संक्रिया करें और उनको स्वतन्त्र चर सानसः 
जाए तो हम देखते हैँ कि--- 














9 2 32 8 | शा ( 8 ५६ 
7 27757 आल कट कल, हज 2 मा कम ठ | 
25%, 29७, 90४, 27%. व्ञ् 99, 72 ४ 
अप अर, ([ लै०५४३ 
व पे 2 मी ) 
' ग्ड्र 58 4 ०5५ 99, , 
न्‍ ॥ ८ 5 2 द 
सन ( 73 ++* 20 ( न हक इन कल ) (4) 
६ ) ह। ड 989, 09, ठ्ड्र 


अतएवं (4) एक निश्चर संकारक है । 


मान लीजिए जब हम 55-5।,ए०-७३ रखते हैं, तो दविचर समघात ७, ४ क्रमशः 

४; हो जाते हैं; और जब हम 55-४०, ५5-५० रखें तो वही समघात ७, ४ क्रमश: 

४2, ४> ड्रो जाते हैं; छा, ए, और 0छ., ५८ क्रमण: वे संगत समघात हूँ जो ७, ५ 

को *&., ९ के पदों में व्यक्त करके और विशेष मान ##|, ४, और 5., ४८ रखकर 
प्राप्त होते हैं। तो गुणनफल ए, ५; पर संक्रिया के बाद हम देखते हूँ क्रि-- 


( कि, 2 2 है (2 [.५ 
हर ० हो (४०) 


2 8 8 9 ' 
नल | रण | दल मा विज कम न | (0४५) 
| । 95, 29 29, 25, 








। 
ठे 2 5 0 ) (१ 
- जा“ अा॥: २० :33१:), 
( 25, 292 09, 75%. 


इत्यादि-इत्यादि । दूसरे शब्दों में, किसी भी पूर्णॉक 7 के लिए-- 





००, [आई ७2 कक __2 हे । 8.._ हु है हि 
ठ्द्र्ः 8 हक 8 के । 2 ह 6 2 है. है 85 हा +ई 
शा । ; ( 8५5॥ 8 ४2 परम . पा 20५४2 कप 
० 25 | धरा ७७5 जरिए कक तप 
' ६ ठ5%7 वेज: 08% 007: है, 0027 * 





ये परिणाम (५५, 9) और (०, 9७) आदि समस्त युग्मों के लिए सत्य हूँ । 
ऐसा होने के कारण हम दोनों युग्मों के बदले (5, 9) रख सकते हैं और इस शमेय 
पर पहुँचते हे कि-- 
पु ही | हर ) 
मिल (5 
ठ्द्रा ठेजा 8४7-3 0 पु 28< 0 के ध 


दोनों समधात छ और ४ का एक सहचर (कदाचित्‌ एक निश्चर ) है ' इसको ७ बोर 
श का -वाँ पारदिष्ट कहते हूँ । 

अन्तत:, जब (5) में हम ४ञ।्ञ्प लेते हैं तो हमें अकेले समधात ८ के सहचर 
प्राप्त होते है । 

समधातों के किसी समुच्चय के निश्चरों और सहचरों के व्यवस्थित अध्ययन 
के लिए इस रीति को आधार बनाया जा सकता है । 


7. श्रधिक शअ्रध्ययन के लिए 

इस अध्याय में केवल उन प्रारम्भिक परिणामों की रूपरेखा पर ही विचार किया 
गया है जहाँ से निश्चरों और सहचरों के सिद्धांत का अध्ययन शुरू होता है । इस विषय 
में निम्नलिखित पुस्तकें अधिक प्रकाश डाल सकती हैं -- 

ई० बी० ईलियट, एन इन्ट्रोडक्शन टू दि एलजेम्रा आँफ क्वान्टिक्स (आव्सफोड्ड, 

]895) 

ग्रेत एण्ड यंग, दि एलजेब्रा ऑफ इनवेरिएन्ट्स (कैम्ब्रिज, 7902), 

विटजेनबॉकफ, इनवेरिएन्ट्न थ्योरी (ग्रानिगंन, 923), 

एच० डब्ल्यू० टेबल, दि थ्योरी ऑफ डिटमिनेन्ट्स, मेद्रिक्स एन्ड इनवेरिएन्ट्स 

(ग्लासगो, 4928) 


2| 


प्रश्नावली चौदह (८) 


. 30: -+-38॥ #५+39:2592--3597 के गुणांकों के उस अधिकतम व्यापक 


फलन को लिखिए जो -- 

(१7) समघाती और गुणांकों में 2 घात का, समभारित और 3 भार का है ; 
(7) समधघाती और गुणांकों में 3 घात का, समभारित और 4 भार का है । 
संकेत-- (3) तीन या तो 3 और 0 का योग है या 2 और ॥ का; संभव 

पद केवल वही हैं जो 98555 और 8|०» के संख्यात्मक गणज हैं । 
उसर--०७७33--93]92, जेहाँ ०, 3 संख्यात्मक अचर हू । 


. चतुर्धात (9, 9, ०, 6, ०) (८, ५) के निशचर ई5८55७०--406--302 का 


आर ज्ञात कीजिए ।! 
संकेत---चतुर्घात को (४७, . . ., 5५) (5, ५)* के रूप में लिख कर प्रारम्भ 
कीजिए । 


. दृविधाती समघात 


9]53+-92253+-983375 +24।2552 + 282 2553 + 2834535 
के विवेचक | 3... | का भार ज्ञात कीजिए । 
संकेत--समवात को इस प्रकार लिखिए-- 

2| 
> दाहग्रा १७ माँहफ 


लिखिए जिसमें योग इस प्रकार किया गया है कि ७+2+१55४- इस अकार 
8[]7792 0.05 3237790, [94* 


, 8४2-- 2॥59--992, ०52--205ए--09ए४ का जेकोबियन लिखिए और 


उससे (दे० $ 3.6) यह निगमन कीजिए कि 
(20 --9/0)2--4(७॥/--०/) (90 --9 8) 
दोनों समधातों का एक संयुक्त-निश्चर है । 


, इस प्रमेय की जाँच कीजिए कि 


जब !, समघात (७७,. --, &,) (४,9)” का एक निश्चर हो तो, 


0 
(2० 939 न 29| 2 न * «० ज 43. .] 99% गा न्नन 0. 


(2०। + ७१- 5)92 2 -+-*---9, 7 





2 

89, / ६-- 0 

जहां तक उसका संबंध (7) किसी द्विघाती समघात के विवेचक से हैं 
(४) किसी त्विघात के निश्चर & (दे०$4.3) से है, (7) किसी चतुर्घात 
के निश्चरों !, / (दे० $ 5.) से है । 


6. 


40. 


(3 


24 


सिद्ध कीजिए कि प्रतिस्थापन &--[5+१७, ४5-7०5-+4५७9 द्वारा, व्यापक 
ल्विधात 2४57--5952०--३०८५५०--०फ़ का, विहित समधात 57-9४ हूँ 
समानयन हो सकता है, जहाँ कि त्रिघात का हेसियन यों है-- 
(90--97)5<--(०९--०9०)४ए४+ (96-०४ (७-१५) फड+१9). 
संकेत--- 5757--38ऋ2ए--3:ऋ५४2--0४7 के हेसियन का समानयन 
हर में हो जाता है: अर्थात्‌ 25४8”, 80-02, सिद्ध कीजिए कि, यदि 
53 5# 0 है, तोया तो 85-८5--० है और या समधात एक घन (०४४०८) 
है; यदि ४-0 है तो 85८5-०0 और हेसियन सर्वे-समरूप से शून्य 
हो जाता है । 
दो रेखा-युग्मों 
85“-- 275ए--9५92--0, 852--2]579--09/५“--० 

द्वारा निर्धारित अंतर्वेलल की दबिक रेखाओं (60796 |76) का 
समीकरण ज्ञात कीजिए और यह सिद्ध कीजिए कि वह इन दोनों समधातों 
के एक सहचर का संगत होता है । 
संकेत--यदि रेखा-झयुग्म &॥&52+-20579--09४5० है, तो, स्वसंयुग्मियों 
(॥थपर070 ००गरंपष्ठआ८5) के लिए सामान्य प्रतिबन्ध के कारण, 

80,+90--2770, 550, 8४09,--8/0/--207, 5-0. 


' यदि दो शांकव (००7०७) 5, 8' इस प्रकार के हों कि एक त्रिभुज &' के 


अन्तर्गत (775077०0) और 8 के परिगत इलाएणगइटा5०6) बनाया जा 
सके, तो निश्चर ७, 9, 98, &' [दि० प्रश्नावली चौदह (७), 
प्रश्न 7] संबंध 02--4 6७8' को संतुष्ट करेंगे, चाहे निर्देश तिभुज 
कुछ भी हो । 
संकेल--शांकवों के समीकरणों पर इस रूप में विचार कीजिए--.- 

252 एप +- 20777 289775"-0, 

85:27 ए2--22725-+-2 5५-८0. 


व्यापक परिणाम एकचघाती रूपान्तरण द्वारा प्राप्त हो जाता है । 


सिद्ध कीजिए कि 9 चरों में 79 एकधाती समघात 9७, 5+-- - - +9त४ 
(55, - -, श0) के गणाकों 9,, के मेट्रिक्स का क्रम एक अंकगणितीय निश्चर 
होता है । 

सिद्ध कीजिए कि यदि (5,, ५,, ०) को इच्नशफ द्वारा (5, ५., 2.) 
में रूपांतरित किया जाए तो डिटमिनेन्ट | 5 9५ 25 | एक निश्चर 


होता है । 


82, 


34. सिद्ध कीजिए कि दो समघात 
85: ०028 8,,) (5, है हु ३० पा 9.) (ह़, 9) 
का उ-वाँ पारदिष्ट प्रत्येक समधात के गुणांकों में एकघाती होता हैं और 
दोनों समधातों का एक संयुक्‍त- निश्चर होता है। इसको रेखिक-एकघाती 
निश्चर (|ल0नग्रध्था गारक्षांध्या) कहते हैं । 
उत्तर---8.9,,--7 8॥0५ जप रा (न !) 820, कप कक 
2. प्रमेय 34 और 37 से, सिद्ध कीजिए कि किसी दुविधाती समघात के कम 
में, चरों के क्रिमी भी व्युत्कमणीय एकघाती रूपांतरण दआरा कोई परिवर्तन 


नहीं हीता । 


पंद्रहवां अ्रध्याय 
पमिलक्ष णिक वेक्टर (000 ४९८४०८७) 
. परिचय 


3.!. तीन विशज्ञाओं वाले वेक्टर----त्रिविम ज्यामिति में, यदि समकोणिक अक्ष 
0६., 0६2 और 0६8, हों, तो किसी वेक्टर ६--07? के घटक 


( ु 7 ८2. 53) 
होंगे, जो कि अक्षों के सापेक्ष ? के निर्देशांक हैं । ६ वेकक्‍्टर की लंबाई 
| ६ | ++/(६ुं+६3+-65) (१) 
होगी और वेक्टर की दिक-कोज्याएं (ह76८३0॥-008765)निम्नलिखित होंगी-- 
6 छह + 3 
[£|  [5| |6| 


दो वेकक्‍्टर £ और %, जिनके घटक क्रमशः (5, 529 53) और (॥भ॥ १७ १३) 
हैँ, लांबिक होंगे यदि 
6॥0॥+६2]2-+:5373ल्‍550 (2) 
अंततः, यदि ७,, 682 और 6७३ के घटक क्रमशः 
(4,0,0), (0,),0), और (0,0,) हों तो (5॥, 59, 53) घटकों वाले किसी 
६ वेकक्‍्टर को यों लिखा जा सकता है--- 
९ै5-66॥ + 282 +- 5383 
इसके अतिरिक्त (!) से ७,, ९,, ९५ वेक्टरों में से प्रत्येक एकांकी लंबाई (एा। 
[६४९॥) का है, और (2) से, तीनों वेक्टर परस्पर लांबिक होंगे । हालाँकि 
ये सब, अक्षों के अनृदिश एकांकी वेक्टर होंगे । 

.2. एक-स्तंभीय मेट्रिक्स---यदि हम किसी वेक्टर को एक एक-स्तंसीय 
मंद्रिक्स से प्रकट करें तो उपयुक्त विवरणों का एक बिल्कुल बीजगणितीय निरूपण हमें 
प्राप्त हो जाता है। 

किसी वेक्टर 0? को एक एक-स्तंभीय मेट्रिक्स & से निरूपित किया जा सकता 
है जिसके अवयव ६,, ६2, ६3३ है । वेक्टर की लंबाई इस प्रकार दी जाती है-- 
४/(६४+६8+69): (॥) 
दो वेक्टरों के लांबिक होने का प्रतिबंध अब एक बिल्कुल मैट्रिक्स रूप घारण 
का है । ६ का परिवर्ते ६' एक एक-पंक्ति मेंट्रिक्स है जिसके अवयव ६, ६2, ६३ 
हैं और 


2 
॥3 
24 


67॥5> 6। ८2 ८3] 2८ | ॥॥ 
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एक एक-अवयबी मेंट्रिक्स [६।॥॥+52॥2+5373] हैं । 5 ओर ॥ के लांविक होने का 
पग्रतियंध मंदिक्स सनातन यी है-- 
5८०. ; 


९॥, ०७ 53 मंद्रिक्सों को इस प्रकार प्रकट किया जाता है 


हर 
कब तट 





ट्ः पे 





ये परस्पर लांबिक हैं और 
8:--६॥९१+-5262-+-6383. 

गन ओं न £ वमार्ज ०. ज जविर्तन ता सहज 5 हि 

तीन विमाओं से ॥ विमाओं में पत्वितंन सहज हैं ! 9 चरों के होने पर, एक 

बेकटर हुं एक एक-स्तंभीय मेट्रिक्स ऐसा होता है जिसके अवयव यों हैँ :-- 


"5 ८2; «६ »9 ० 
बेक्टर की लंबाई की परिभाषा इस प्रकार दी जाती हैं, 
ब्न् 2 2 
| ६ | ++४/(६४+६४+ - - . +5»), (3) 
और जब | ६ | 5"-] तो वेक्टर को इकाई वेक्टर कहा जाता हैं ! 
दो वेक्टर £& और १] लांबिक कहे जाते हैं जब-- 
8६/॥+4श2+ - - - न॑ फ्रीीक्धतत ० (4) 
जो, मैट्रिक्स संकेतन में, 
6६॥7०0, ॥५5० (5) 


ठढादि दो रूपों! में से किसी में प्रकट किया जा सकता है । 
उसी संकेतन में, जब ६ एक इकाई वेक्टर हों, 
5 6-+। 
यहां, और भविष्य में, । से तत्समकारी एक-अवयवी मैट्रिक्स का तात्पय होगा 
अंत में, इकाई वेक्टर ९, की परिभाषा उस एक-स्तंभीय मेट्रिक्स से दी जाती है 
सजमकी 7वीं पंक्ति में एक और अन्यत्र शून्य हो, इस संकेतन में 9 वेक्टर ७ (75-३,...,9) 
प्रस्पर लांबिक होंगे और 
६--६।8। +4६३62-- - « “50% 
।. 3. लांबिक सेट्रिक्स--इस उप-परिच्छेद में हम 5, द्वारा 
४. 0 
अवयवों वाले किसी वेक्टर, या एक-स्तंभीय मेट्रिक्स को प्रकट करेंगे । 


न्‍अनिफेलरम++कभकन्‍नक मक तक 





गणन के क्रम पर ध्यान दीजिए; ४3 गुणनफल केवल तभी संभव है जब * के 
स्तंभों की संख्या 3 की पंक्तियों की संख्या के बराबर हा (दे० छठा अध्याय, परिभाषा 
7.) और अतएव शणनफल छा य' गे संभव नहीं हैं । 
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प्रमेष 59. मान लीजिए 5, 5, . . ..5., परस्पर लांबिक इकाई वेक्ट» हूँ। 
तो वह वर्ग मेटिक्स >, जिसके स्तंभ ॥ वेक्टर 5।, 52, . . .,४, हैं, एक जांबिक मट्िक्स 


होगा । 
उपपत्ति--मान लीजिए हूँ, रे का परिव्त है । तो गृुणतफल #'ए बहु 
होगा--- 
| हक, कर ] आई आस कि 88 व 
। 27 अ25 2५ 
| 37 हट ६ क | | है. लो डे। 0३ 
ह अछ.. स्‍25 «3 45] है ६ /0॥ ««०+० कि + * गण २४3 


गूणनफल की 7वीं पंक्ति और ७४वें स्तंभ का अवयव, संकलन की परिषाएी के 
उपयोग से, यों होगा--- 
2 
जब 557 यह एक होगा, क्योंकि 5; एक इकाई वेक्टर है; और जए क्या 
यह शून्य होगा, क्योंकि 5ऊ, और ड, लांबिक हैँ। अतएव 
| &--7 
जो ४ कोटि का तत्समकारी मंद्रिक्स हैं, और इसलिए # एक लांबिक मसंदिक्स दरोगा 
अन्यथा (भिन्न शब्दों में वही उपपत्ति) 
% एक मंदिक्स हँ जिसके स्तंभ हैं 
४, ,5,, ,६,, 
जबकि ४” एक मैंद्रिक्स है जिसकी पंक्तियां हें -- 
5, ] न्‍ ०. ७ ७ कक #, मत 
गृुणनफल ## की 7वीं पंक्ति और ७४वें स्तंभ का अवयव ७” अ (असल में 
इस एक-अवयबी मेट्रिक्स का संख्यात्मक मान) हैं । 
मान लीजिए 7%5; तो ह', 5५,७८0, क्योंकि 5, और डे लांविक हैं। 
मान लीजिए 7-58 ; तो हू, ड,ज-ज' 5,--, क्योंकि 5, एक इकाई वेक्टर हैं । 
अतएव ४ '%--] और #» एक लांबिक मेंट्रिक्स होगा । 
उपप्रसेय---रूपांतरण भन्‍नऊ5६ , या द८ुन-ओ॥ग में, 
[जबकि ४-४] मान लीजिए 
॥75४, जब ६ल्‍555,. तो $,5८८,. 
उपपत्ति--मान लीजिए ४ वह वर्ग मंद्रिक्स है जिसके स्तंभ हैं 9|,- **, 9... तब 
चूंकि ॥,+ डे, और ऊ#ं के स्तंभ हें 5,,-**,5,, 
प्‌--& ६-५, 
चुंकि | के स्तंभ 6| ,** *,०, हैं, वांछित परिणाम स्पष्ट है। 
. 4. एकचात आशितत्ता. $ १.3 की तरह, ड- उस वेक्टर को प्रकट करेगा 
जिसके अवयव यों हें 
मे , 52 +" *, >>. « 


2, 


33," “ 'जक वेवेंटर एकधातत: आश्रित होते हुँ यदि संख्याएं ॥,,** *, 4.., सब शून्य 
नहीं, ऐसी हों जिनके लिए 
85%00 ५ जद 5 (५) 

यदि (4) केबल तब सही होता हो जब ,, *:, ५, सब शन्य हों, तो वेक्टर एक- 
घातत: स्वतन्त्र होंगे । 

प्रभेयिका [. वेबदरों के किसी सम्मच्चय में से अधिक से अधिक 9 एकघातत: 
स्वतन्त्र हो सकते हूँ । 
् लीजिए आपके पास ४--४ वेक्‍्टर हैँ । यह भी मानव लीजिए कि & एक 
ऐसा मेंद्विक्स है जिसमें ये वेक्टर स्तंभों के रूप में आते हैँं। & का क्रमत, ०से 
अधिक नहीं हो सकता और, प्रमेय 33 से (पंक्तियों के बदले स्तंभों को रख कर) हम 
6. के 2 स्तंभ चुन सकते हूँ और अन्य सब को चुने हुए £ स्तंभों के गृणजों के 
योग की तरह व्यक्त कर सकते हैं । 
अन्यथा---मान लीजिए 





हु, ला4 308५ (355०, , . . 9). (2) 
हेस्णण 


फल, 4 


एकथातत: स्वतन्त्र वेकटरों का कोई दिया हुआ समुच्चय 5, ,-  *,5., है। 
डिटमिनेंट | > |+-5,, 0, क्‍योंकि दिए हुए वेक्टर एकघाततः: आश्चित नहीं हैं 
5,, मान लीजिए #े में 5,, का सहखंड है; तो, (2) से, 
श्‌ 
४ अं ड,च-ॉ १०, (755, - * *,०0). (3) 
हिसमण है 
किती भी वेक्टर ड़, (9>9) का रूप 


द्् 
जनम हक ह 5500५ 
हा 
दाना चाहिए और इसलिए (3) से, वह 5, * *, 5५ वेक्टरों के गुणजों का एक योग 
होना चाहिए। 
प्रमेधिका 2, कोई 0 परस्पर लॉबिक इकाई वेक्टर एकघातत:ः स्वतंत्र होते हैं । 
उपपत्ति--मान लीजिए 5,,. . .,5. परस्पर लांबिक इकाई वेक्टर हैं । मान 
लीजिए कि कुछ संख्यात्मक गुणज £,. ऐसे हूँ कि 


है (5 न * ०० न £ हु -्ू0. (4) 
४ से यदि पूवे-गुणन करें, जहां $ का मान १,. . .,० में से कोई एक है, तो 
टड़, 5 न्त्ऐ, 


और अतएवं £,--0, चूंकि 5 ,5,र5!. अतएवं (4) केवल तभी सत्य होगा जब 
| » ०» ०. धर ला 9, 
४6८09)08/63--5 
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अच्यवा--प्रमेय. 59 से, है «5 7 और अतएव डिट्मिनेंट | जे | ५८] 

इसलिए 5 के 5.,. . .,४., आदि स्तंभ एकघाततः स्वतंत्र होंगे। 
2. अभिलक्षणिक वेब्दर (॥,9ईशाई ९८०४४) 

2., परिभ्ावषा--सवसे पहले हम उस परिणाम को सिद्ध करेंगे जिसका हमसे 
दसवें अध्याय, $7 में संकेत कर दिया था पर जिसका तकंसंगत निष्कर्ष हम नहीं दे 
पाए थे। 
प्रमेथय 60--- & मान लीजिए, ४ पंक्तियों और स्तंभों का कोई वर्ग मैद्रिक्स है 

और » कोई संख्यात्मक अचर है। ड़ यदि ४ अवयवों का कोई एक-स्तंभ 

मेट्रिक्स है तो मेद्रिक्स समीकरण 
4 ऊँ +२ १ - ( 3) 


का, 5 का कम से कम एक अवयव वाला, कोई साधन शून्य से भिन्न तब और 
केवल तभी होगा जब », समीकरण 


| &-) 7 | 0 (2) 
का एक मूल हो । 
उपपक्ति--यदि ह के अवयव ६, ६५,. ...,६० हैं तो मैद्रिक्स समीकरण () 
निम्नलिखित 9 समीकरणों के तुल्य है, 
था 5 ल्‍+)६| (०८ 4 9९५९ » ४3). 
वैचण 


£(, . . ०५०५ आदि 7 चरों में इन एकचाती समीकरणों का कोई अ-शून्य 
साधन तब और केवल तभी होगा जब 9, समीकरण (दे० प्रमेय ] ) 


8]4"% 52 *.. *+ के. 0, (3) 
। 852] 8227+%  - मि हे 82. 
के * हर | 
8. धर छेज2 श * * & , .+० 


का एक मूल हो, और (3), पूरे रूप में मात्र (2) है। 


परिभाषा-- | ४-2 | 550, के » में मूल मेट्रिक्स & के अभिलक्षण मूल होते 
हैं; जब » कोई अभिलक्षण मूल है, तो 
८४5४-८१) ४ 
को परठुष्ट करने वाले किसी अ-शूत्य बेक्टर ह को मूल 9 के संगत & का 
अभिनक्षणिक बेबदर कहा जाता है। 


सके >र्कोफब>ंमनम-्-म०+ब्भ+ 
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2.2. प्रमेध 6[-- <, और 5., माल लोडिए दो ऐसे अभिलक्षणिक्त 
वेक्टर हूँ जो मैद्रिक्स & के दो विभिन्न अधिलक्षय मुझ 0. और 9, हे 
संगत हैं। तो 
(4) 5. और 5, सदैव एकघातत: स्वतंत्र होंगे, और 
(7) जब & सममित होगा तो, 5. और 5, लांबिक होंगे । 
डप्फ्ति---परिकल्पना से 


जि, औ हे, हह5, ८-१ 5४ () 
(४) मानव लीजिए £,, £ ऐसी संख्याएं हैं कि 
# हे नह ८ 0. (2) 


तो, चूंकि &5,०-०)४., (2) से 

कफ, 5२-0४, )5-)..(४,5.), 
और अतः, (॥) से, 
है. 05४, 5८ ) 5४. 

दूसरे शब्दों में, यदि (2) सत्य हो तो, 

4 (2,-2..)5,5-0. 
परिकल्पना से 5. एक अ-शून्‍्य वेदबटर है और 20,540. अत £, ' 0 और 

| 


(2) का रूप ४४,5०० हो जाता है। लेकिन, परिकल्पना से, ड़, एक अ-शन्य 
वेक्‍्टर है और इसलिए £,5-- 0, 


/0%४ 


अतएव (2) केवल तभी रत्य है जब ४,--८,-- 0; और अतः, 5, और 5, 
एकघातत: स्वतंत्र वेक्टर हें । 
(॥) मान लीजिए 25-४6. तो, (१) के प्रथम समीकरण से 
5 65 सनड 0 5.. (3) 
() के द्वितीय समीकरण के परिवतें से, 
हे 3 ८5255, 
ओर इससे, चुंकि 25-56, 
हु औसत) पे (4) 
(3) और (4) से, 
(0५-25 5४, 0, 
और इसलिए, चूंकि संख्यात्मक गुणक 29,,-)3 # 0, 5४८ ४-0, 
अतएव 5, और 5, लांबिक वेक्टर हु। 
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3. शिघाती समधातों पर अनुप्रयोग 
हम जानते हैं कि (दे० बारहवाँ अध्याय, प्रमेय 49) : 
६,,. ...ध.. आदि ॥ चरों में किसी वास्तविक द्विघाती समधात 6६४६ को 
एक वास्तविक लांबिक रूपांतरण 
हल: अली] 
हारा समघात 
»77+0.202 -+ हक +2/2, 
में लाया जा सकता है जहाँ 
09, . +५७ आदि | #-» | +0 के ४ मूल हैं। 
अब हम यह सिद्ध करेंगे कि & के अभिलक्षणिक वेवटरों से रूपांतरक मेट्रिक्स 
#£ के स्तंभ प्राप्त हो जाते हैं। 
3.. जब ८ के 7 विभिन्‍न अभिलक्षण मूल हों। 


प्रसेधष 62--मान लीजिए & एक वास्तविक समसित मैद्रिक्स है जिसके »॥, . .., ० 
आदि 7 विभिन्न अभिलक्षण मूल हूँ । तो 9 विभिन्न वास्तविक इकाई 
अभिलक्षणिक वेक्टर 5।,. . ., ४, ऐसे होंगे जो इन मूलों के संगत होंगे, 
यदि # वह वर्ग मेट्रिक्स है जिसके स्तंभ डा ,. , ., 5, आदि हूँ, तो 
६8., ... 5 परों से ॥॥, ..७१७ घरों में रूपांतरण 

है अलन: अत] 
एक वास्तविक लाॉंबिक रूपांतरण होगा और 
६8६ -३।॥+9272-+ - - - +9+07ै- 


उपपत्ति--3,, . .., 29 भोंदि मूल अनिवायंतः वास्तविक हैं (प्रमेक् 45) 
और इसलिए 
शी की (0 । 
को संतुष्ट करने वाले किसी अभिलक्षणिक वेक्टर 5, के अवयवों को वास्तविक 
सख्याओं+] के पदों में ज्ञात किया जा सकता है और, यदि ऐसे किसी वेक्टर की लंबाई ४ 
है,तो £ ड,. एक वास्तविक इकाई वेक्टर होगा जो () को संतुष्ट करेगा । 
अतएवं वास्तविक इकाई अभिलक्षणिक वेक्टर 5,,.. ., 5७ आदि की संख्या 9 होगी 
और मेद्रिक्स ४, जिसके 9 स्तंभों में ये वेक्टर आते हूँ, के अवयवों के रूप में वास्तविक 
संख्याएं आएंगी । 


अिनाननन सवा +माक अमन >घा+ 3 ++ज+वकनमन+ कान ननननकनकानभ नस क न कनननन नमक अनना गान गजाअ९+सलननपकनन कक न नव पकनन+-क+>न+++नननननननन मनन प--मनकन»«ंा- कल नएगपा कप पपनफनकिकन++ 8५93 नम -नकननननन जननानान-मननन स्‍नज>ंपननमंमा सम+भ»३मननन»-न-म- न पालन पलननन न  पकपललाक तक» फ-५ वन ककननतिकन लिन कि-+८+७-न नमन वन--+क रत ०+ ३० 


जब 5, एक साधन हो और ७, वास्तविक या संमिश्र, कोई संख्या हो, तो 
०८5, भी एक साधन होगा । फिलदाल द्वम ७ के समस्त संमिश्र मानों को छोड़े देते 
हे । 


2 
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पुनः, प्रमेष 63 से, अब ; ५४5 तो 50, 53 के लाॉंबिक होगा और, चूंकि इनमें से प्रत्येक 
इकाई वेक्टर हैं, 
हे, 58-86, ; (2 ) 
जहां 6,, 550० जन ४ %६६ और 8, 5-5! (#/5-,... ,0), प्रमेय॒ 59 की उपपत्ति की 
तरह, गुणनफल &'हे की उवीं पंक्ति और ४वें स्तंभ का अवबब 6,, हैं; अतः 
प्रजनन 
और #< एक लांविक मैद्रिक्स होगा । 
रूपांतरण ६ज>॑ः|+ से 
६४६--॥ ४<&४5+ (3) 
और ॥;,' * ',॥७ आदि चरों में समधात का विवेचक 5» मद़िक्स है। 
अब &»# के स्तंभ 85,,  **,/४०: हैं, और ये, (!) से, 3)| 50,* * *,)०5, हैं । अतएव 
(४) # की पंक्तियां ४, ,"**,5,, हैं, 
60) 2-४४ के स्तंभ 35," * "०5५५ हैं और ४5४ की एवीं पंक्ति और ४वें स्तंत्न 
का अवयव (2) से 
हे, 2५ 5५772 5, 5,5२३ 0.६ 
का संख्यात्मक मान होगा । इस प्रकार |'5४ के मुख्य विकर्ण के अवयव 9, * * *+२५७ 
ओर अन्यत्न शून्य होगा । समचात ॥(४७०७)) इसलिए यों होगा, 
8 ॥+)० मे +।  * -न-)७ ॥३- 
3.2. जब 5 के पनरावुत्त अभिलक्षण मूल हों । 
वास्तव में, सच तो यह है कि, |&--0.|--0 के मूल चाहे पुनरावृत्त हों या समस्त 
मूल विभिन्न हों, समभित मैट्रिक्स & के सदेव 0 परस्पर लांबिक वास्तविक इकाई 
अभिलक्षणिक वेक्टर 5।,* * *,5, होंगे और, चूंकि # वह मैट्रिक्स है जिसके स्तंभ ये 
बेक्टर हैँ, रूपांतरण ६--5॥ एक वास्तविक लांबिक रूपांतरण ऐसा होता है जिससे 
६8६--)। गान * *++ैणार + 
जहां 29, *:,)... आदि अभिलक्षण समीकरण ! ४-४ | 550 के 0 मूल (इनमें 
से कुछ कदाचित्‌ समान) हैं । 
यहां उपपत्ति नहीं दी जाएगी । असली कठिनाई यह सिद्ध/ करने की है कि, 
जब (मान लीजिए) 3), , | &--»४ | 50 का एक [गुण मूल है तो, 9। के संगत 
एकघातत: स्वतंत्र अभिलक्षणिक वेक्टरों की संख्या £ होगी । ४ परस्पर लांबिक इकाई 
बेक्टरों के किसी निकाय को, श्मिट के लांबिकन प्रक्रम| द्वारा, या उसके तुल्य 
निम्नलिखित प्रक्रम द्वारा स्थापित किया जा सकता है । 
+ताद., 3. (६४), (०४०) 8 (947) 83-5 म जें० ए० टॉड द्वारा 
प्रस्तुत उपपत्ति दी गई हैं; उसी में पृ० 86-92 में डब्ल्य ० एल० फरार द्वारा भी विवेचन 
किया गया है । संख्यात्मक उदाहरणों को, वेक्टरों का पता लगाकर, आसानी से हल किया 
जा सकता है; दे० पन्द्रहवीं प्रश्नावली में 7| और 4 को । 
दे० डब्ल्यू० एल० फरार, फायनाइट मेद्विसेज़, प्रमेय 29 । 
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मान लीजिए 9, 9०, 9३ तीन दिए हुए वास्तविक एकघातत: स्वतंत्र वेक्टर 
हैं। ॥ ऐसा चुनिए कि £। ए, एक इकाई वेवटर हो और मान लीजिए 5।+८ए,, 
अचर ७ ऐसा चुनिए कि 
४ (92--०5४।)5०0; () 
अर्थात्‌, चंकि 5 ४|5--!, ०८55 ४०2. ॥ 
चंकि 2 और 5। एकघातत: स्वतंत्र हैं, वेक्‍्टर 9:-+०5४। शून्य नहीं होगा और 
इसकी लंबाई शून्य से भिन्न, मात लीजिए !, होगी। मान लीजिए 
ह52-!2 (9५--०७,). 
तब %&, एक इकाई वेक्टर होगा और, () से, वह 5। के लांबिक होगा । 
अब 9 और १ ऐसे चुनिए कि 
3४ (93+ठ95+१5० ) २0 (2) 
थौर 35० (४३+55+१5०) 550. (3) 
अर्थात्‌, चूंकि 5; और 5; लांबिक हैं, 
057-5४॥9३ , ॥57-5४० 93. 
वेक्टर 93--75--%४० # 0, चूंकि वेक्टर ७ , 92 , 9३ एकघाततः स्वतंत्र हैं; 
उसकी एक अ-शून्य लंबाई ; होगी और 
ड३नन3 ($3-75+752) 
होने पर हमारे पास एक इकाई वेक्टर हो जाता है जो, (2) व (3) से, ४; और 5५ का 
लांबिक होगा। इस प्रकार तीनों 5 वेक्टर परस्पर लांबिक इकाई वेक्टर होंगे । 
इसके अतिरिक्त, यदि 9, , 92, 9३ किसी मैद्विक्स & के अभिलक्षण मूल * के 
संगत अभिलक्षणिक वेक्टर हों, जिसके फलस्वरूप 
0 95०)७४, 60927३५४२, ४9३7-+४३, 
तो हज [च5)जफ5ा,.... #5:5-)४२, . /5३८5)५५ 


और 5,, 5., ४३ मूल ) के संगत परस्पर लांबिक इकाई अभिलक्षणिक वेक्टर होंगे। 
4. संरेखता 


मान लीजिए ६ एक एक-स्तंभीय मैट्रिक्स है जिसके अवयव ६ ,***,८६, हैं। 
यही बात और अक्षरों के लिए भी समझ लीजिए। मान लीजिए ये अवयव 7 समघाती 
निर्देशांकों के किसी निकाय में किसी बिंदु के चलित निर्देशांक हैं और & कोई दिया हुआ 
7४ कोटि का वर्ग मैट्रिक्स है। तब मेट्रिक्स समीकरण 


शा () 
अधिक सही शब्दों में, ५७, एक-अवयवी मैद्रिक्स -४'। 9० के अवयव का संख्यात्मक 
मान है। 5, 5, और ४ $; दोनों ही एक-अवयदी मेट्रिक्स हैं । 
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चर बिंदु हज और चर बिंदु ए के बीच एक संबंध स्थापित कर देता है । 
अब मान लीजिए रुूपांतरण ६5-१० 


की सहायता से निर्देशांक निकाय का ६ से ॥ में बदला जाता है, जहां 7' कोई व्युत्कमणीय 


बर्ग मेद्रिक्स है। 5 और ए बिंदुओं के तए निर्देशांक ४ और ४ तब इस प्रकार दिए जा 
ज्कते हैं 


ऋष्त व, एलजी है. 
नए निर्देशांक निकाय में संबंध () को 
पए-४7४ 
द्वारा या, चुंकि 7 व्यूत्कमणीय है, 
श्च्या एफ (2) 
द्वारा प्रकट किया जा सकता है। 

(१) में & को १:57 की तरह के किसी मंद्रिक्स से व्यक्त करना एक ऐसे 
ज्यामितीय संबंध पर विचार करने के समाद है जिसे किसी भिन्न निर्देशांक निकाय में 
व्यक्त किया गया हो & के बदले ॥7/8 7] की तरह की पुनर्स्थापनाओं का अध्ययन 
प्रक्षेपीय ज्यामिति में महत्वपूर्ण है। यहां तो हम केवल, प्रमेय 62 के अनुरूप, एक प्रमेय 
को सिद्ध करेंगे । 

4.7. जब ४ के समस्त अभिलक्षण सूल विभिन्‍न हों । 


प्रमेय. 63. मान लीजिए 9 कोटि के, वर्ग मैद्रिक्स & के ),,. . .,.),., आदि 
03 विभिन्‍त अभिलक्षण मूल हैं और £,, . . .,६, उनके संगत अभिलक्षणिक वेक्टर हैं । 
मान लीजिए 7 वह वर्ग मैट्रिक्स है जिसमें ये वेबटर स्तंभों के रूप में आते हैँ । तबने 
() 7 व्यूत्कमणीय होगा, 
(४) 7 ४7'“-वि (»॥, . - -+*क) 
उपपत्ति (7) 7 व्युत्कमणीय है यह दिखा कर सिद्ध किया जाएगा कि 
6, - ४० एकघातत:ः स्वतंत्र हैं। 
मान लीजिए £४,,. . .,४.. ऐसी संख्याएं हैं कि 


४+०५2+ - - - +५४६३२० (१) 
तब, चूंकि 0६,, २5 #घपिछ 


“(६(६॥ का * ९ ०७ नई 9...) +2७(६[६ै शा है. हक न ८५_4 ०...) 
अर्थात्‌, 


चूंकि 7-5, . . .,0--॥ के लिए &६7-३८६३ 
६().--2५) न ह ७ ७ नए, (2५७-॥ --2+)४£ _.चत0 





'संकेतन वि (3. . ., 25) 7५४98 (9, . . 32७) उस मेट्रिक्स को प्रकट 
करेगा जिसके मुख्य विकर्ण के अवयव ).,, . . .,9५ हों ओर अन्यद्ध सब शून्य हों | 
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चुँकि 9 -..,»0 आदि सब विभिन्न हैं, यह 
०|९।6+. . .+५..। ५५.६. 4550 (2) 
जहां ०, . . .०,-॥ आदि समस्त संख्याएं अ-शुन्य हूँ । 
8 के स्थान पर 7-- के लिए इसी तक की पुनरावृत्ति से 
00|६,+ . - . +0,. 27,..29-2770 
जहां 6,, . . .,0,..2 अ-शून्य हैंँ। ऐसी ही पुनरावृत्ति से, कमश 
0६, -नएं, 0१ भ्रम), 
परिकल्पना से, ६; एक अ-शुन्य वेक्टर है और इसलिए ४,7८0. 
इसी तर्क को हम यह दिखाने के लिए दुहरा सकते हैं कि किसी एकघातीय संबंध 
६.0.-- . . .+0६, 0 
में यह निहित है कि ।,--0 ; इत्यादि और अन्तत: हमारे सम्मुख यह परिणाम जा जाता है 
कि () केवल तभी सत्य है जब 
६, 5-९०८-. . . नन्हे, त0, 
इससे यह सिद्ध हो जाता है कि $,, . . .,. एकचातत: स्वतंत्र हैँ और, चूंकि य॑ 
| के स्तंभ हैं, । का क्रम ॥ होगा और 7' व्युत्कमणीय होगा । 
(४) इसके अतिरिक्त, 7 के स्तंभ यों हैं, 
हम कक ये 2 
अतएवनो &॥757>» 4(३|.. ...)..) और स्पष्ट है कि 
पर ५] “--वि (2. - -,/णा) 


4.2. जब अभिलक्षण मल सारे विभिन्‍न न हों । 


यदि / सममित नहीं है, तो यह नहीं मान लेना चाहिए कि. | ४-हैैे | करू 
के किसी ४-गुण मूल से £ एकघातत: स्वतंत्र अभिलक्षणिक वेक्टर आ जाते हैँ । यदि 
ऐसा हो कि & के 8,,. . .,६. आदि 5 एकधातत: स्वतंत्र अभिलक्षणिक वेक्टर हों और ॥ 
में ये वेक्टर स्तंभों के रूप में आते हैं, तो, जैसा प्रमेय में सिद्ध किया गया है, 
प7#य>वि (3५... ७) 
चाहे समस्त » विभिन्न हों या न हों । 


पयदि आवश्यक हो, तो निम्नलिखित मेद्रिक्स गुणनफल को पहले ज्ञात कर लीजिए-- 
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दूसरी तरफ, 7 कोटि के सारे ही वर्ग मैट्रिक्सों के 8 एकघातत: स्वतंत्र अभिलक्ष- 
णिक वेबटर नही हुआ करते । हम कुछ सरल उदाहरणों से इसका दृष्टान्त देंगे । 


() मान लीजिए 
का 


अभिलक्षण समीकरण (०--३))2--० होगा और 5। तथा 5५ घटकों वाला एक 
अभिलक्षणिक वेक्टर 5 ऐसा होना चाहिए जो &5४--०५४ को संतुष्ट करेगा; दूसरे 
शब्दों में, 

क|न॑52०७,, 05:/5७-०5८०. 


प्रथम समीकरण से, 225०0 और 55-०5 को संतुष्ट करने वाले मात्र अ-शुन्य वेक्टर 


€| सन । 9] । 
0 


के संख्यात्मक गृणज होंगे । 
(8) मान लीजिए 
ना ह 0. 
० ०] 


एक अभिलक्षणिक वेक्टर ह पुनः #४--०ए5 को संतुष्ट करेगा । इसके लिए आवश्यक 
अब केवल यह है कि 


दो एकघातत: स्वतंत्र वेक्टर 


हे औक।। 


ओर, वास्तव में, £,९,+०5०९2 की तरह के समस्त वेक्टर ४ के अभिलक्षणिक वेक्टर 


होंगे । 
5. ऋमविनिमयों सेद्रिक्स और अभिलक्षणिक वेक्टर । 


दो मैट्रिक्स & और 8 क्रमविनिमय वाले हो भी सकते हैँ और नहीं भी; इस अध्याय 
को हम ऐसे दो काफी सरल प्रमेयों के साथ समाप्त करेंगे जो इन दो संभावनाओं को 
संबद्ध करते हैं। इससे आगे हम ४ और ४8 दोनों को ४ कोटि का वर्ग मैट्रिक्स मानेंगे । 


8.]. मान लीजिए & और ४8 में ॥ एकघातत: स्वतंत्र अभिलक्षणिक वेक्टर , 
६, - - ७ उभयनिष्ठ हैं । मान लीजिए ॥ वह वर्ग मैद्रिक्स है जिसमें ये वेक्टर स्तंभी 
के रूप में आते हूँ । 
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तब ॥,,. ..,४ आदि & के अभिलक्षणिक वेक्टर होंगे जो & के (भान लीजिए) 
3, . . 5 भदि अभिलक्षण मूलों के संगत होंगे; वे $ के अभिलाक्षणिक वेक्टर 
होंगे जो 8 के (मान लीजिए) |॥,. . ../8 आदि अभिलक्षण मूलों के संगत होंगे । 
इसी अध्याय के $ 4.! (४) की तरह, 
57 के स्तंभ 39.6, (755, . . .,०) हैं, 
छा के स्तंभ [एम (755, . . .,0) हैं, 
और [,>-वि (2॥, . - .+>क), 'रैन्‍कइवि (॥॥,. . ..७), संकेतन से, 
&ाज-व3,, छाल 
अर्थात्‌ ४ &7-7.,, प"/फक्रा “५, 
स्पष्ट है कि 76707 छा जय शीश तर छा777 #& 7, 
कलस्वछूप ॥#&87>-777 5867 
और, 7 द्वारा पूववं-गुणन और 7४ द्वारा उत्तर-गुणन के बाद, 
23+--3.68. 
यही सिद्ध करता था। 


प्रमेय 64-...0 कोटि के दो मैट्रिक्स जिनमें 9 एकघातत: स्वतंत्र अभिलक्षणिक वेक्टर 
उभयनिष्ठ होते हैं, क्रमविनिमयी होते हैं । 


5.2. अब मान लीजिए कि &85--8.5. ४ मान लीजिए & का एक अभिलक्षणिक 
वेक्‍्टर है जो & के किसी अभिलक्षण मूल )» का संगत है। तब &(७-2४ और 
4 95-9485--8265-),8. (१) 
जब 3 व्युत्कमणीय हो तो 88 >& 0 और यह & का, ». के संगत, एक अभिलक्षणिक 
वेकक्‍्टर होगा। [8550 में यह निहित है कि ई5537 85 0,] 
यदि & का, ) के संग्रत, प्रत्येक अभिलक्षणिक वेक्टर 8 का एक गृणज हो, तो 
88 भी £ का एक गृूणज होगा, मान लीजिए, 
88--(६, 
और ६, $ का एक अभिलक्षणिक वेक्टर होगा जो छे के अभिलक्षण मूल ४ का संगत 
होगा । 
यदि अभिलक्षण मूल » के संगत, & के एकघातत: स्वतंत्र अभिलक्षणिक वेक्टरों 
की संख्या 70 हो,| लेकिन 70 से अधिक न हो, जो मान लीजिए यों हैं-- 
/ 8 2 
ओर चूंकि (न) (55,. . . ,४१), 
बशर्ते कि £। , ...,८क सेब ही शन्य नहीं हैं, तो 
५, ह+ . . -+ए पय (2) 
| 68. 4 से, ॥ € 7, 
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च्क, 


& का, 3 के संगत एक अभिलक्षणिक वेक्टर होगा । हमारी इस परिकल्पना से कि 
एकघातत: ल्वतंत्न ऐसे वेक्टरों की संख्या छा से अधिक नहीं हो सकती, ४. का » के 
संगत प्रत्येक अभिलक्षणिक वेक्टर (2) के रूप का होगा । 

(4; की तरह, 8805-75. (755, . . -,7 ) 

फलस्वरूप 86. & का » के संगत एक अभिलक्षणिक वेक्टर होगा; अतशव 
वह (2) के रूप का होगा । अत: कुछ अचर ४, ऐसे अवश्य होंगे कि 


ष्ण 


कुछ अचर !; ,, . .; ४ होने पर, 


झरने च्ठ घड | | 05 

कक, टफफन, (अी७ )5 
मान लीजिए 8, मेट्रिक्स 
हर प॒ के 





हल, ॥& 5 0. हिल, < 
का एक अभिलक्षण मूल है । तब कुछ संख्याएं !| ,. . .. क्र (सब शून्य नहीं) ऐसी 
होंगी कि 

>7877704 (8554, «55 ४7) 

हक. 


बौर, ), ऐसा चुन लेने पर, 
शा छा 
8 < । #/३#02. ५ ६३- 
प्स्ख् डम्ल्क 
अतएव 8, 8 का एक अभिलक्षण मूल होगा ओर 5४9, 3 का 0 के 


संगत एक अभिलक्षणिक वेक्टर होगा; यह & का भी » के संगत एक अभिलक्षणिक 
वेक्टर होगा । इस प्रकार हमने यह सिद्ध कर दिया किए 


प्रमेण. 65, ७, 8 मान लीजिए 9 कोटि के वर्ग मैट्रिक्स हैं; मान लीजिए 
| 9 | -#0 और ४085"8:.. 

तो & के प्रत्येक भिन्न अभिलक्षण मूल » के संगत, 5 का कम से कम एक 

अभिलक्षणिक वेक्टर ऐसा अवश्य होता है जो 8 का भी एक जभिलक्षणिक वेक्टर 
द्वोता है । 

क्रम-विनिमयी मैद्रिक्सों और उनके सर्वेनिष्ठ अभिलक्षणिक वेक्टरों के विस्तृत 

विवेचन के लिए देखिए; $. , 8॥79, (एड७५ 3. शव, (2) 5 (954) 
82-85. 
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प्रश्नावली पंद्रह 
!. 0592 समकोणिक अक्षों के निर्देशांक में 08, 0५, 02 की दिकृकोज्याएं 
(,, 0|, 0), (५, 72, 72), (]3, 703, 03) हैं । 05, 0५, 02 वेक्टर परस्पर 
लांबिक हैं। सिद्ध कीजिए कि 


|| १ पर ] 
2 739 
3 ग5 


एक लांबिक मेद्रिक्स होगा । 

2. चार वेक्टरों के अवयव क्रमश: यों हँ-- 

(9, 3, 8, 3), (0,--0, 5,--0), (०, ०,--०, ०), (०, 5, ०,--0) 
इस बात की जाँच कीजिए कि ये सब परस्पर लांबिक होंगे और 2, 9, ०, 6 के 
वे धनात्मक मान ज्ञात कीजिए जिनसे ये वेक्टर किसी लांबिक मैट्रिक्स के स्तंभ हो 
सके । 





3. 5» और 9 वेक्टर लांबिक हैं और | एक लांबिक मेट्रिक्स है । सिद्ध कीजिए 
कि ह-7४ और ४८-7७ लांबिक वेक्टर होंगे । 


4. 4 और ७9 वेक्टरों के घटक (, 2, 3, 4) और (2, 3, 4, 5) हैँ । ४४॥ 
ऐसा ज्ञात कीजिए कि 
/5-09--/, 9 
#के लांबिक हो । 
यदि ९-० (,0,0,)) और 0७८-(0, 0, 4, 0), अचर , ,0,,2,002,72 इस प्रकार 
के मालूम कीजिए कि, जब ८|७-८--७३-+7७॥8,. 0[750-+-20 +-777| +॥22 
हों तो, 9, 0, ९, 0, आदि चार वेक्टर परस्पर लांबिक हों। 
5. किसी वर्ग मँद्रिक्स & के स्तंभ 8, , ..., 8५ आदि चार वेक्टर हैँ और 
&/न्नवि (०, ०४, ०३, ०३). 
सिद्ध कीजिए कि वह मेट्रिक्स जिसके स्तंभ 
0 3, ,..-... ८7४, 
हैं, एक लांबिक मैद्रिक्स होगा । 
6. सिद्ध कीजिए कि (,-2, 3), (0, 7,--2), (0, 0, ) अवयवों वाले 
बेक्टर उस मैट्रिक्स के अभिलक्षणिक वेक्टर होंगे जिसके स्तंभ यों हैं-- 
(१, 2-2), (0, 2, 2), (0, 0, 3). 


7. है 3 ७ 0 ः 0 
| 2 7] 0 < । 





2, 


मेट्रिकसों के अभिलक्षणिक मूल और अभिलक्षणिक वेक्टर ज्ञात कीजिए, तथा 
यह भी सिद्ध कीजिए कि (3) प्रथम के केवल दो एकघातत: स्वतन्त्र अभिलक्ष- 
णिक वेक्टर होंगे; (४) दूसरे के ]|--(, 0, ), 7/5-(0, !,--), 35८ 
(0, 0, ) आदि तीन एकघातत: स्वतन्त्र अभिलक्षणिक वेक्टर होंगे और 
यह कि £| और ४, अचरों के किसी भी मान के लिए £| ,+४८ ), एक 
अभिलक्षणिक वेक्टर होगा । 


8. सिद्ध कीजिए कि, हऊ यदि ४ के एक अभिलक्षण मूल » के संगत, & का 
एक अभिलक्षणिक वेक्टर हो और (७५४7४, तो (एऋुज"-१'४5४--०/५४ और 
पु्‌इ, (के एक अभिलक्षण मूल 9 के संगत (८ का एक अभिलक्षणिक वेक्टर होगा । 
यह भी सिद्ध कीजिए कि, यदि अं और ए एकघाततः: स्वतन्त्र हों, तो डे और 
पु भी होंगे । 


9. सममित मंट्रिक्स 





के 


4 4 0 
६ 4, 0, 0), 0, ९/2' */2 १ 0, 2 ९2 


के रूप में तीन इकाई अभिलक्षणिक वेक्टर ज्ञात कीजिए और उस लांबिक रूपांतरण 
का निगमन कीजिए जिसके फलस्वरूप 
252-- 3५2 -... 322-- 2ए2ल्‍-- 2%&2-. 2४“2- 422. 
0. (कुछ कठिन) 2, 9, 2 चरों से #, ५, 2 चरों में 
वह लांबिक रूपान्तरण ज्ञात कीजिए जिसके फलस्वरूप 
2ए2-+ 22४-- 2४५5० 2522-72... 22, 
7. सिद्ध कीजिए कि द्विधाती समधात 
2ए2-- 2275-- 259 
के विवेचक के अभिलक्षण मूल --!, -, 2 हैँ। 
सिद्ध कीजिए कि, *5---१ के संगत 
(7) (5, 9, 2) एक अभिलाक्षणिक वेक्टर होगा जब भी 
हन9न॑-2550; 


पप्रश्न ] में इसी संकलन को क्रमश: साधन के रूप में विभकत कर दिया 
गया है। 
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(#)  (4, --7, 0) और (॥, 0, -)) एकघातत: स्वतनन्‍्त होंगे 


ओऔर 
(।, --3, 0) तथा (+४६, -६, --9) 
लॉबिक होंगे जब £+-- ४; 


९०६ प्‌ 4 है 
(7) कैप । 9 /2 » 0 ) कि 2 ९6 
लांविक इकाई अभिलक्षणिक वेक्टर होंगे। 


सिद्ध कीजिए कि 2552 का संगत एक इकाई अभिलाक्षणिक वेब्टर यों 
होगा-- 


] ] ! 
हा 
यदि 7' एक ऐसा मेंद्रिस्स हो जिसमें ७, 5, ८ स्तंभों के रूप में आते हैं 
और यदि हन्चाओ, जहां इु८"(४, ५, 2) और ७ (<, ४, 2), तो इस 
बात की जांच कीजिए कि 
2५2-+ 225+ 25955 --+२-..५४३-)- 222 , 


]2. सिद्ध कीजिए कि 5च्न्2, एच", 2>-४ एक लांबिक रूर्पातरण है । 
४, ,- 5, आदि 72 चरों के होने पर, सिद्ध कीजिए कि, 
डनत्जप, 5258, . . ., 5 ततऊ।, एक लांबिक रूपांतरण होगा ७, 5, . . .,६ 
जहाँ 3, 2, ---3 7 का कोई क्रमचय है। 


१3., ऐसा लांबिक रूपांतरण हच्जाओ ज्ञात कीजिए जिससे 
2ए2+ 2255 (४2-22) «/2, 


१4. जब 755,2,3, 85-52,3,4 और 585४-८5 2४ ह:58५ 
दवा 


सिद्ध कीजिए कि ४ के अभिलक्षण मूल --,--), --], 3 होंगे और 
(4,0,0,-), (0, !,--3, 0), (3,--3,--.3,8), (।,8,!,7) आदि & 
के परस्पर लांबिक अभिलक्षणिक वेक्टर होंगे । 


उस सेट्रिक्स ॥' को ज्ञात कीजिए जिसके स्तंभ ऐसे इकाई वेक्टर हों जो उपर्यक्त 
के सर्मांतर (अर्थात्‌ उनके संख्यात्मक गुणज) हों और दिखाइए कि, जब हच्जफ, 
तो 
हऋ ४5८ --४४--४2--४३+ 3४६. 
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5. दिखाइए कि एक लांबिक रूपांतरण| ४-7 ऐसा हो सकता है, जिससे 

6. छ कोटि के, किसी वर्ग मेंद्रिक्स & के, 7 परस्पर: लांबिक इकाई 
अमभिलक्षणिक वेक्टर हैं । सिद्ध कीजिए कि ४ सममित है। 

7. निम्बलिखित मेंट्रिक्सों के अभिलक्षणिक वेक्टर ज्ञात कीजिए। 





8. मैद्रिक्स & के 
(, 0,0), (), 3, 0), न] 


आदि, »5-०, 0. --। आदि अभिलक्षण मूलों के संगत, अभिलक्षणिक वेक्टर हूँ । 

भैट्रिक्स 8 के, अभिलक्षण मूल ॥--,2,3 के संगत, (अभिलक्षणिक वेक्टर भी वह्दी 

हु! & और 9 के अवयव ज्ञात कीजिए और यह सत्यापन कीजिए कि 
3.5559.5. 


9. & और 33 दो वर्ग मैट्रिक्स हैं जितकी कोटि 7 है; & के 7 विभिन्न 


श्र 
अभिलक्षण मूल »|,. . .. . : था आदि हैं और 8 के अ-शुन्च अभिलक्षण मूल 
७,, ... था आदि हैं, जो अनिवार्यत:ः विभिन्न नहीं हैं; साथ ही &858,&.. 
सिद्ध कीजिए कि एक मेटरिक्स !' ऐसा होगा जिसके लिए 
पु ७7 >> वि ().] 9९ ० » हम 


पृ छा-वि (| ५--७ 9)" 


संकेत और उत्तर 
2, #न्त055, ०+5ए9 +5/१/2; इनसे इकाई वेवटर प्राप्त हो जाते हैं! 
3. पहले #'५ ज्ञात कीजिए । 


4 ४ कर 303 200 28 
दे० $3. 2. 
6. औसत और है हि मन 





वास्तविक रूपांतरण नहीं पूछा गया है। वह इतना अधिक कठिन है कि 
उप्तके लिए अभी परिश्रम करने की आवश्यकता नहीं है । 
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7. (+) )5-3, ।, 3; वेक्‍्टर (0, 3, --), (०, 0, ) 
9. )5-2, --2, --4; प्रमेय 62 का उपयोग कीजिए । 
2. हज ओ से प्राप्त होता है -- 

। सह राह. रई हई ॥ 9, €ू के, हर! के. 

दिए गए रूपांतरण से »४7-*#ट; अतएवं तराच्नो, 
3. 2»--0, -|-९/2; इकाई अभिलक्षणिक वेक्टर हूँ 


ह-ए४ १ (३ 5) (3 
(2 हैः # 07 ०), (५ है: 5१ 09 2' 2 
प्रमेथय 62 का उपयोग कीजिए। 
6. मान लीजिए ६, ,. . ..5 वेक्टर हैँ और ॥ में ये £ स्तंभों के रूप में 
आते हैं । $4. की तरह, 
प76]>वि (9 ,.. . क्षि। लेकिन 7" >--7" और अतः 7"&7“वि 
(१ २" - “3 20): ५ 
एक विकर्ण मेट्रिक्स & स्वयं अपना ही परिवर्त होता है, अतएव 
प"&प7- (87) ७7"४ एप और ७5०१. 
7. () &%----, 3, 4; वेक्टर (3,--, 0), (।, ।, - 4), (2, ।, ७) 
(॥) %--, 2, 3; वेक्टर (2,--7,--), (7, , --), (7, 0, --) 
] 0छ 
5 








] 
0 
[0 
9. ४ के ॥ एकघातत: स्वतन्त्र अभिलक्षणिक वेक्टर हैं (दे० प्रमेय 63), 
जो 8 के भी अधिलक्षणिक वेक्टर है (दे० प्रमेय 65) । प्रमेय 64 की तरह 
समाप्त जिए 


पारिभाषिक दाब्द-सूची 


अंकन 

अंतर्गत 

अंतर्वेलन 

अंतर्वलित 

अखंडनीय 

अग्रग विकर्ण 

अचर 

अद्वितीय 
अद्वितीयरूपेण 
अननुकूलनीय मैट्रिक्स 
अनुकूलन 

अनुकूलनीय 
अनुप्रयोग 

अनुबंध 

अनुरूप 

अपरिमेय 

अभिन्‍न 

अभिन्‍न रूप से 
अभिलक्षण|अभिलक्षणिक मूल 
अभिलक्षण|ग्रभिलक्षणिक संख्या 
अभिलक्षण|अभिलक्षणिक समीकरण 
अभिलक्षणिक वेक्टर 
अ-शून्य 

असंरेखी 

असमघाती 
अव्युत्कतमणीय 
अवकल गणित 
अवकल गुणांक 
अवकलन 

अवकल संकारक 
अवयव 


[.809०॥7728; 0०778 
[708077066 

छारणप्ाणा 

आआए0पाणफ 

[76800906 

[,6889॥02 09880॥%&/ 
(णा४ईव्वएां 

(्ञातुप्न6 

६700४५ 
२०॥-००॥/07&70[6 प्रा5 
(!0म्राणाण्व 
(!0४07776&706 

2 0[90द/0॥ 

७१४॥880, 

490 9096 

[0॥9/ 

[06706 

[0७॥06%& 9 

[ #6७॥॥ 7005; (॥8067500 700४5 
(पक्षा20०79॥0 एप्प 
(आाद्षाबट०7)506 8९एथाी०0ा 
[,8676 ५४७९0 
०7-20 0 
०॥-००॥ए६व7 
१२०४-॥०70088760988 
आएगा पता 
[आलिलांधे (६०७७5 
[जतधिकागंग 60०7 6657 
[जलिआाएं४007 
ञलिलाएंशि 0एचबाण 
छाशादा 
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अविरोधी 

अज्ञात 

आंतरिक (गुणनफल ; 
आकाश 

आकृति 

आगम 

आयताकार 

आवधित मेद्रिक्स 
आश्वितता 

आसन्न विनिमय 
इकाई ढाँचे 

इकाई सापांक 
उत्क्रम/उल्टा क्रम 
उत्क्रमण 

उत्कमता 

उत्तर गृणन 
उपप्रमेय 

उपपत्ति 

उपमेट्रिक्स 
उपसारणिक 
उभयनिष्ठ 

एक 

एक[एकल 
एकघात/एकघाती/|एकघातीय 
एकघात प्रतिस्थापन 
एकघातत: स्वतंत्र 
एकघातीय समीकरण 
एकव॒त्वीय 

एकांतरक 

एकेक संगति 
एक-पंक्ति|एकपंक्तीय 
एकबत्‌ मेट्रिक्स 
एक-स्तंभ/एकस्तं भी य 
ऐकिक (रूपांतरण ) 
ओपचारिक परिभाषा 
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(7एाडंडहाए 

(#ाहठ जा) 

(शत (७7०62); 55कोहए (9700८) 
90802 

एाएपा8 

[एटा0ता 

हटाधए!शए दा 

2 शाडओ8वं प्रा 7:, 
90076एद८॥एड 
+0]9808॥0 72८ 308० 
7/४ 97785 

(फ्रा 78060088 
6ए2752 ठाठट 
गएडाआं0तण 

इटप्टाइछ 
ए0श-शप्रतञएशा।0 ; 
(+07000%॥" 

छाए 

5छा078(575 

044 4 0 

(007 

80५8 

झाआए।2 

8॥0680 

[ताहशः डत55/0007 
[वाध्शाए 90896008०॥# 
46470 हतुपद0॥5 
(-0009०ी० 

7 ७/४९८१५ ४० 
()76-0-078 (+0770०5907.७७॥0::: 
जशाआएोट 0५9 

शा एड 

जतरशाड जप: 
[क्राक्षाए (---79॥79४67 त909.4) 
#ठाएडहो 66900 


ऋण; ऋणात्मक 
ऋणात्मक-निश्चित 
बलेरेन्डन' 

कार्टीजन 

कार्तीय 

कुल संख्या 
कूचिका 

कोज्या 

कोटि 

कोसाइईन 

क्रम 

कऋमचय 
क्रमविनिमय नियम 
खंड 

गतिकी 

गुृणज 

गुणधर्म 

गुणनफल 

गु्णांक 

गुरू कोष्ठक 
घटक 

घन 

घात 

धघातांक 

चक्रक 

चतुर्घात; चतुर्वाती 
चर 

चिह्लिका 

ठोस ज्यामिति 
डिटमिनेन्ट 

तथ्य 

सुल्प 

दंड 

दक्षिग पक्ष 
दिक्‌-कोज्या 
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४८४७४४८ 
२८९8४६४९ 6०४४॥६ 
(80780009 
(8॥९४७॥३ 
(6580 

पृ'0७ परष्राफएद 
श्शाजा 

(.0४0 

(एटा 

६0970 

॥2६:88 8 ६ 
ए७एए्रणादा067 
(एप्प 87४6 (8 
| दो; 0/20) 2 
90405 

७ 08 90|0 
शि0फ्थाए 

79704 0७6( 
(0००४7०807६ 


500७8 9720८. 
(:070079070ाऑ[ 
(00९ 

[282762 

[70 
(जाएपो80( 
(१प६०४० 

७४४78 046 
9078/पा6 
५0!0 2०079 
ए&ठफ्राएदा: 
[78068 
एकल 

छा 
ए8॥-ग%00 806 


[)[00007 ८0576 


द्वि|द्विक 
दुविएकघाती 
द्विघात समीकरण 
दृविधाती समघात 
द्विचर तव्रिघाती 
द्विपद 

धन पूर्णसंख्या; धनपूर्णाक 
धनात्मक-निश्चित 
ध्र्व 

थ्रुवी (शांकव) 
प्रवीय 
नतिपरिव्तेन 


निकाय (निर्दशांकों का ... 


निगमन 
निर्देश-त्रिभुज 
निर्देशांक 
निम्निष्ठ 
नियत 

निरपेक्ष निश्चर 
निहित होना 
निश्चर 
प्रतिच्छेद 
प्रतिबंध 
प्रतिरूपातरी (समुच्चय ) 
प्रतिलोम (संक्रिया) 
प्रतिस्थापन 
प्रतीक 

प्रमेय 

प्रसार 

प्रक्षेप 

प्राचल 

पंक्ति 
परिकल्पना 
परिकलन 
परिगत 


42000/6 

छाल 

(प58672800 ध्युपक्काणा 
(3086800 (07 
जिगक्षाए 0प्र00 
छाताणाएंधो 

?0ज्ए6 फराध्हुटा 
70शभएए९6 62#06 
70]6 

708/ (८० ०) 

ए90|80 

इएग65%07 

35५952॥7 (छा 62097067%&/[85) 
7266ठा007 

वजशशोड णा 7ए 0०70९ 
(006ठ[78/[88 
[जागाणपाः 

९८0 

30950|066 ए8 6 
[7779॥86 ([0 96--) 
एाएशाधाएं 
[7878607070 
(:/0006007 
(/07795876066॥ा (525) 
[एथशा३6 (00श807) 
$ए080007 
956 

पुशब्णा०ा३ 
छडछऊथाश00 
970]००॥०0॥ 
शिश्वाध्ागलांध 

4२09५ 

प्॒ग०076887$8 
(००्परॉबा07 
(0प्ताएटा066 


परिमित बिदु 
परिमेय 
परिवर्त 
परिवरतेन (अक्षों का--) 
परिसर; माला 
पारदिष्ट 
पुनरावुत्त 
पुनरावृत्ति 
पूर्ण वर्ग 

पूर्णांक मान 
पूर्-गुणन 
पूर्वाबदूध 
प्रक 

फलक 

फलन; फंक्शन 
फील्ड 

बहुपद 

बहुल बिंदु 
बिंदु निर्देशांक 
बिदुपथ 
बीजीय 
भागफल 
भाजन नियम 
भार 

भिन्‍न 

मान 

मानक रूप 
माप 

मापांक 

मापीय निश्चर 
मुख्य विक 
मूक अनुबंध 
मूल 
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णिशं।8 छगंता 
| ३८६१ 0)॥ | 


६ 7७78005९ 


(74726 0० ३5९६ 
७726 

7 75४९८८७7/5 
+२९७४९७(९८७ 
3२६७८४४०7 
एशादिट इतुएथा6 
[7520०/ एकघ८ 
श6-ग्रणा0008709 
(,0707066 
(077760थगाधाफए 
79806 

ऋाएाणा 

सलाह 


जपताणागां॥; ए0ज़गांत 
त906 एणाए। 
?076 ०00० त]॥7865 
4.,0008 

2४००9790 
(१००0७४६ 
क्‍)095707 !9फ 
फरलंशा। 

छ78०॥० 

५६0८ 

जिधाएंबाते खा 
685राशादा। 
(०6गराए्च३ 

०त68ा 70ए27थ५ा7ए 
एनणलाएथां 09804 
[)पञा7५ 8७रिद 
3॥२00[ 


4 2 कि 8 
मैद्िक्स 

हर 

युगपत्‌ (--विनिमय ) 
योग; जोड़ 

रचक 

रचना-सादुश्य 

रिग 

रूपांदर 

रूपांतरण 

रेखा 

रेखा-निर्देशांक 
रैखिक-एकघाती निश्चर 
लंब 

लंबकोणीय प्रक्षेप 
लांबिक रूपांतरण 
व्यवकलन 

व्युत्कम (मेट्रिक्स ) 
व्युत्कमणीय मैट्रिक्स 


व्यापक साधन 
व्यूत्पन्न (से--) 
बंटन नियम 
वज्ञानपात 

वर्ग खंड/वर्गित खंड 
वर्ग मेट्रिक्स 
वर्णात्मक 
वास्तविक 
विन्यास 

विनिमय 

विमा 

विरोधी 
विलोपनफल 
विलोम 

विवेचक 
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एप्ाएंद्राएशआदां 525 

५६७75 

जा 

जफरतीशाएतपड (गरांटिएीवा86) 

66807; 5० 

(णजाशा[।।एशा। 

प्र077007920ए 

| 4 ॥ ६१, 

पीछा) 

पृएशआारई्ईठ0580॥7 

[76 

[]08 6000ठ78/2५ 

]९0-6हा' पापक्षा।ा 

?टएशआठीटपाँधा 

()702णा०। एाएुच्टा0णा 

(॥08णव (ए६7807707 

5परणाइठाठ0! 

रि€ए9700०8 (एद्वाएए5 ) 

(हाफ शाह ; ०7-शाहपर६। 
गाधा75 

(यारा! 5007 

[2609९6 (077) 

/)907900४८ [9 

(7058 7870 

350पथाहएं चिट 

जतृप्क्ार एद्वाए5५ 

॥ाहादों 

२68! 

(-ण्ञीशफ्रदा00 

अशटीशाए2 

/शाशाश्रठता 

3007४ 377 

£्रशवओं 

(-07५४68८ 

/)8टठारशधंपबषा 


विशेष साधन; साधन--विशय 
विषम (संख्या ) 
विषम-सममित 
विहित समघात 
बेक्टर ज्यामिति 
स्तभ 

स्पशेरेखीय निर्देशांक 
स्वतंत्न चर 

स्वत: सिद्ध 
स्वसंयुग्मी 

स्वातन्त्र्य 

स्वेच्छ 

संकलन 

संकारक 

संक्रिया 

संकेतन 

संख्या 

संख्यात्मक (प्रशन 
संगत 

संगामी 

संदर्शे 

संचय 

संपूर्ण वर्ग; पूर्ण वर्ग 
संबंधित मेंट्रिक्स 
संभिश्र/सम्मिश्र 
संयुक्त निश्चर 
संयुग्मी संमिश्र 
संरेखता 

संरेखी 

सम (कोटि ) 
समघात 

समघाती 

समतल वेश्लेषिक ज्यामिति 
समभारित 

सममित 
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समहुरात्मक 
समानयन 
समानपाती 
समाविष्ट 
समीकरण 
समीकृत करना 
समुच्चय 

सर्वंसम 

सर्वेसम रूप से 
सरणी 

सरल रेखा 
सहुखंड 

सहखंडज 

सहचर 

सहचारी 
सहरूपांतरी 

सांत बिन्दु 
साधन; हल 
साहचये 

साहचरय नियम 
श्न्य 

शन्य मेंद्रिक्स 
शेषफल प्रमेय 
हमिटीय समघात 
हर 

हरात्मक कूचिका 
क्षेत्रीय 
विभुजाकार (प्रिजम ) 
तिरेखीय 
ति-विमीय[त्रि-विम 
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